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概要

　
本論文では、標準模型（SM）に追加の U(1) 対称性を加えた繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型を扱う。この模型は

GSM ×U(1)Lµ−Lτ
×U(1)L 対称性（GSM：SMの gauge群）を持っており、標準模型の粒子に加えMeV程度の質

量を持つ Z ′ gauge boson、U(1)L 対称性の破れから現れるMajoronが存在する。U(1)L 対称性は Z ′ やニュートリ
ノの質量起源を説明するために導入されている。
この模型は、ミューオンの異常磁気モーメントの測定値と SM での理論値との間にずれがあるという gµ − 2

anomaly、観測方法の違いにより Hubble定数が異なるという Hubble Tension、これら 2つの問題を同時に説明で
きる可能性がある。
gµ − 2 anomalyの解決方法として、電子には働かず、ミューオンには働くような相互作用を導入するというもの
がある。本論文で扱う模型はそのような模型の１つであり、Z ′ は µ, τ の世代のレプトンのみと相互作用する。その
ため、Z ′ の導入により gµ − 2 anomalyを解決できる可能性がある。
また、Hubble Tensionの解決方法として、相対論的な粒子種の有効数 Neff を大きくするというものがある。Neff

は光子とニュートリノのエネルギー密度の比 ρν/ργ に依存しており、何らかのメカニズムにより脱結合後のニュー
トリノのエネルギー密度を増やすことができれば、Hubble Tensionを解決できる可能性がある。本論文の模型では
Z ′ とMajoronはどちらもニュートリノへ崩壊することができるので、ニュートリノの脱結合後に崩壊し、ニュート
リノのエネルギー密度を増やすようなパラメータが存在し得る。そのため、Hubble Tensionを解決できる可能性が
ある。
本論文では、Hubble Tensionの緩和に注目する。先行研究 [1]では、Z ′ とMajoronが同時に存在しないという
条件を置いているため、Z ′ が全て崩壊していなくなった後にMajoronが生成されるというシナリオになっている。
そのため、扱えるMajoronの質量に上限がついている。本論文ではより一般的に、Z ′ とMajoronが同時に存在す
る場合を考える。この場合 Z ′ とMajoronが関わる散乱過程が生じるため、この過程を取り入れて Boltzmann方程
式を解き、さまざまなパラメータに対して Neff を計算し、Hubble Tensionが緩和できるようなパラメータを検証
する。
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1 導入
gµ − 2 anomalyは古くから知られている問題である。同じレプトンである電子の異常磁気モーメントは、実験値
と SMの理論値で 9桁に渡り一致しているのに対し、ミューオンは電子と同じ測定方法にも関わらず、実験値と SM

の理論値に 4.2σ のずれがある。このずれは、電子に対しては働かず、ミューオンに対しては働くような相互作用を
導入することで解決できる可能性がある。Lµ − Lτ 模型はそのような模型の１つであり、µ, τ 世代のレプトンとの
み相互作用を起こす U(1)ゲージボソンの Z ′ が導入される。また、Z ′ は初期宇宙に影響を与えうるため、他の SM

の未解決問題も解決できる可能性がある。
そこで注目されたのが Hubble Tensionである。Hubble Tensionというのは、測定方法の違いにより Hubble定
数 H0 の値に差異が生じているという問題である。H0 は現在の宇宙の膨張率を表しており、大きく分けて以下の 2

種類の測定方法で測られている。

方法 1 近傍宇宙の観測（直接測定）
近傍にある銀河の観測により、銀河までの距離 dL と赤方偏移 z を測定し、Hubbleの法則

cz = H0dL (c : 光速) (1.1)

により H0 を求める。この観測では宇宙モデルは用いないため、直接測定という。
直接測定の代表的な実験である SH0ES実験の結果は

H0 = 72.53 ± 0.99 km s−1 Mpc−1 (SH0ES 2021 Cephids+TRGB+SNe Ia) (1.2)

である [2]。
方法 2 遠方宇宙の観測と ΛCDMモデルにより推定（間接測定）

遠方宇宙の観測というのは、宇宙マイクロ波背景放射（CMB）の測定である。CMBの測定で代表的なもの
は Planckのデータで、

H0 = 67.36 ± 0.54 km s−1 Mpc−1 (Planck 2018 TT,TE,EE+lowE+lensing) (1.3)

である [3]。

上の２つの値を比べると、誤差の範囲に収まらない差異があることがわかる。他にもさまざまな実験グループによ
り直接測定（MCP, H0LiCOWなど）、間接測定（ACT, WMAPなど）が行われ、両者の間には差異が生じること
がわかった。どちらの方法でも観測は充分精度が良いと考えると、唯一の仮定である ΛCDMモデルを修正する必要
があると考えられる。

Hubble Tensionの緩和方法として本論文で扱うのは、相対論的な粒子種の有効数 Neff を大きくする方法である。
図 1.1を見ると、Planckによる制限は Neff が大きくなると H0 が大きい方に動くことが読み取れる。この制限によ
ると、Neff = 3.3 − 3.5程度になると、2σ の範囲では Hubble Tensionが緩和されるといえる。
Neff は

Neff =
8

7

(
11

4

)4/3
ρν
ργ

(1.4)

で求められる。ここで、ρν はニュートリノのエネルギー密度、ργ は光子のエネルギー密度である。SM では
Neff = 3.044 [6]である。
Neff を大きくする方法として、初期宇宙において ρν/ργ を SM より大きな値にすることが考えられる。先行
研究 [1] では、繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型を用いて、ニュートリノが脱結合した後に、初期宇宙で生成され
た U(1)Lµ−Lτ

ゲージボソン Z ′ と Majoron ϕ がニュートリノへ崩壊することで ρν を増やしていた。ただし、
Majoronの生成時期が電子・陽電子対消滅後というシナリオで計算を行なっていたため、扱えるMajoronの質量に
mϕ ≤ 30 keVという上限がついていた。
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Figure 3. Confidence regions (68% and 95%) of the joint constraints in the H0-Ne↵ parameter space for
Planck 2015 data (blue) and Planck 2015 + BAO data (green) using full temperature and polarization power
spectra (left) and without including high ` polarization data (right). Here all species behave like neutrinos
when perturbations are concerned. The vertical bands correspond to the local H0 measurement [20].

Changes on the early time expansion history are usually enclosed in the parameter Ne↵ : the
e↵ective number of relativistic species. For three standard neutrinos Ne↵ = 3.0463 [48]. In fact light
neutrinos are relativistic at decoupling time and they behave like radiation: changing Ne↵ changes
the composition of the energy density, changing therefore the early expansion history. This has been
called “dark radiation” but it can mimic several other physical e↵ects see e.g., [49–60]. For example a
model such as the one proposed in [51] of a thermalized massless boson, has a �Ne↵ between ⇠ 0.57
and 0.39 depending on the decoupling temperature [3].

If we define �Ne↵ as Ne↵ � 3.04, it is well known that a �Ne↵ > 0 would increase the CMB-
inferred H0 value, bringing it closer to the locally measured one. This can be appreciated in Fig. 3,
where we show the results of Planck 2015 for a model where Ne↵ is an additional free parameter and
the extra radiation behaves like neutrinos. In the H0-Ne↵ parameter space we show the joint 68% and
95% confidence regions for Planck 2015 data (blue) and Planck 2015 + BAO data (green) obtained
from the Planck team’s public chains, both using polarization and temperature power spectra (left)
or just temperature power spectrum and lowP (right). The vertical bands correspond to the local H0

measurement [20].
A high value of Ne↵ (�Ne↵ ⇠ 0.4) would alleviate the tension in H0 and still be allowed by

the Planck lowP and high ` temperature power spectra and BAO data as pointed out in [20]. The
“preliminary” high ` polarization data, disfavours such large �Ne↵ (at ⇠ 2� level), as polarization
constrains strongly the e↵ective number of relativistic species.

This is however not the full story. State-of-the-art CMB data have enough statistical power to
measure not just the e↵ect of thisNe↵ on the expansion history but also on the perturbations. Neutrino
density/pressure perturbations, bulk velocity and anisotropic stress are additional sources for the
gravitational potential via the Einstein equations (see e.g., [61–63]). The e↵ect on the perturbations
is described by the e↵ective parameters sound speed and viscosity c

2
s
, c2

vis
[64–67]. Neutrinos have

{c2
s
, c

2

vis
} = {1/3, 1/3}, but other values describe other physics, for example a perfect relativistic

fluid will have {1/3, 0} and a scalar field oscillating in a quartic potential {1, 0}. Di↵erent values
of c2

s
and c

2

vis
would describe other dark radiation candidates. This parametrisation is considered

flexible enough for providing a good approximation to several alternatives to the standard case of
free-streaming particles e.g., [68, 69].

Recent analyses have shown that if all Ne↵ species have the same e↵ective parameters c
2
s
, c2

vis
,

Planck data constraints are tight [3, 70]: c
2
s
= 0.3240 ± 0.0060, c

2

vis
= 0.327 ± 0.037 (with fixed

Ne↵ = 3.046; Planck 2015). Moreover, the Ne↵ constraints are not significantly a↵ected compared to
the standard case: Ne↵ = 3.22+0.32

�0.37
([70]) against Ne↵ = 3.13± 0.31 (Planck 2015) at 68% confidence

3The number of (active) neutrinos species is 3, the small correction accounts for the fact that the neutrino decoupling
epoch was immediately followed by e

+
e
� annihilation.
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図 1.1 Planck 2015のデータ（青色）と Planck 2015 + BAOのデータ（緑色）によるNeff vs. H0 のパラメー
タへの制限 [4]。黒色と灰色の領域は SH0ES実験（2016年）による結果H0 = 73.24± 1.74 km s−1 Mpc−1 で
ある [5]。色の濃い領域が 1σ、薄い領域が 2σ を表す。

本論文では、Z ′については先行研究 [7]で示されている gµ−2 anomalyを解決できるパラメータを用い、Majoron

のパラメータの検証に焦点を当てる。そして、Majoronの生成時期の制限を無くし、先行研究 [1]で扱われていない、
mϕ > 30 keV のパラメータ領域を扱う。この場合、Z ′ とMajoronが同時に存在する時期があり、そこでは Z ′ と
Majoronが関わる散乱過程も存在する。そのような寄与も取り入れて Boltzmann方程式を解き、Neff = 3.3 − 3.5

程度になるようなMajoronのパラメータを検証する。また、Z ′ とMajoronの散乱過程がどの程度寄与するのかに
ついても調べる。
本論文の構成は以下の通りである。2章では、繰り込み可能な Lµ −Lτ 模型の概説や gµ − 2 anomalyとの関連を
述べる。3章では、初期宇宙の時間発展方程式がどのように記述されるかを議論する。4章では、様々なパラメータ
に対して時間発展方程式を解き、Neff がどれくらい大きくなるかを計算する。また、目標とするNeff = 3.3− 3.5が
実現できるようなMajoronのパラメータについて議論し、Z ′ とMajoronの散乱過程を取り入れる場合と取り入れ
ない場合を比較する。5章では本論文のまとめを述べる。

2 繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型
Lµ − Lτ 模型とは SMの U(1)拡張模型の１つである。この章では、まず Lµ − Lτ 模型の詳細と、この模型の動
機づけの１つである gµ − 2 anomalyとの関わりについて説明する。その後、繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型につい
て説明する。

2.1 Lµ − Lτ 模型

Lµ − Lτ 模型は、GSM × U(1)Lµ−Lτ（GSM：SM の gauge 群）という対称性を持つ模型である。この模型の
Lagrangianは、SMの Lagrangianに

∂ρψ → (∂ρ − igµ−τ (Lµ − Lτ )Z ′
ρ)ψ (2.1)

という置き換えを行うことで得られる。ここで、gµ−τ は U(1)Lµ−Lτ
ゲージ結合定数、Z ′

ρ は U(1)Lµ−Lτ
ゲージ場

である。Lµ,τ はそれぞれ µ, τ のレプトン数で、Lµ − Lτ は ψ に入る場によって次のようになる。

Lµ − Lτ =

{
1 (ψ = ℓµ, µR)
−1 (ψ = ℓτ , τR)

(2.2)
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この置き換えにより、模型の Lagrangianは

L = LSM − 1

4
Z ′ρσZ ′

ρσ + gµ−τZ
′
ρJ

ρ
µ−τ (2.3)

Z ′
ρσ ≡ ∂ρZ

′
σ − ∂σZ

′
ρ (2.4)

Jρ
µ−τ ≡ µ̄γρµ+ ν̄µγ

ρPLνµ − τ̄ γρτ − ν̄τγ
ρPLντ (2.5)

となる。Lagrangian(2.3)式には Z ′ bosonの質量項は無いため、手で加える必要がある。よって、最終的に

L = LSM − 1

4
Z ′ρσZ ′

ρσ +
1

2
m2

Z′Z ′ρZ ′
ρ + gµ−τZ

′
ρJ

ρ
µ−τ (2.6)

となる。ここで、Z ′ bosonの質量を手で加えたことにより、理論の U(1)Lµ−Lτ
対称性は破れていることに注意し

なければならない。つまり、この模型は低エネルギーでの有効理論である。

2.2 電子と Z ′ の結合

(2.6)式より、Z ′ は tree levelでは電子とは結合しない。しかし、1-loopまで考えると図 2.1のような結合を考え
ることができる。

e+

e−

γ

µ, τ

Z ′

図 2.1 電子と Z′ の 1-loopでの結合

この diagramの評価のため、まずは光子と Z ′ の結合を評価する。

γ

µ, τ

Z ′
=
∑
l=µ,τ

(−ie)(igµ−τ )(−1)

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
γµ

i

/k −ml
γν

i

/k + /q −ml

]
= i(q2gµν − qµqν)Π(q2) (2.7)

ここで、ϵを次のように定義する。

ϵ = Π(q2) =
∑
l=µ,τ

8gµ−τQle

(4π)d/2

∫ 1

0

dxx(1 − x)
Γ(2 − d/2)

[m2
l − x(1 − x)q2]2−d/2

=
∑
l=µ,τ

gµ−τQle

2π2

∫ 1

0

dxx(1 − x)

(
2

ε
− log[m2

l − x(1 − x)q2] − γ + log 4π

)

=
gµ−τe

2π2

∫ 1

0

dx log

[
m2

τ − x(1 − x)q2

m2
µ − x(1 − x)q2

]
(2.8)

Ql は Lµ − Lτ 電荷で、

Ql =

{
1 (l = µ)
−1 (l = τ)

(2.9)

である。これにより、ϵの積分で発散する部分が逆符号で打ち消し合い、キャンセルしている。さらに、本論文で考
えるエネルギーが O(10MeV)以下であることから、

|q2| ≲ (10MeV)2 ≪ m2
µ,m

2
τ (2.10)
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とすると、

ϵ =
gµ−τe

2π2

∫ 1

0

dx log
m2

τ

m2
µ

=
gµ−τe

12π2
log

m2
τ

m2
µ

≃ gµ−τ

70
(2.11)

という形になる。
この結果を用いて、Z ′ と電子の結合を次のように評価することができる。

e+

e−

γ

µ, τ

Z ′
= −ieγρ−igρµ

q2
i
(
q2gµν − qµqν

)
ϵ = −ieϵγν (2.12)

これより、Z ′ と電子の 1-loop結合を取り入れることは、Lagrangian(2.6)式に

L ⊃ −ϵeZ ′
µēγ

µe (2.13)

という相互作用項を加えることと等価であることがわかる。
この相互作用より、mZ′ > me/2の場合に Z ′ → e+e− という崩壊が起きる。この崩壊に対する崩壊幅は

ΓZ′→e+e− =
(ϵe)2mZ′

12π

(
1 +

2m2
e

m2
Z′

)√
1 − 4m2

e

m2
Z′

(2.14)

となる。また、Z ′ → να′ ν̄α′ に対する崩壊幅は

ΓZ′→να′ ν̄α′ =
g2µ−τmZ′

24π
(2.15)

である。ただしニュートリノ質量は無視した。これより、Z ′ → e+e− の分岐比は

BrZ′→e+e− =
ΓZ′→e+e−

ΓZ′→e+e− + ΓZ′→νµν̄µ
+ ΓZ′→ντ ν̄τ

≃
(

ϵe

gµ−τ

)2

≃ 2 × 10−5 (2.16)

となり、これは gµ−τ に依らない値である。

2.3 gµ − 2 anomaly

スピン 1/2をもつ粒子は磁気モーメント µにより磁場と相互作用する。その相互作用は

Hint = −µ ·B = g
e

2m

(σ
2

)
·B (2.17)

で与えられる。ここで、g は g因子と呼ばれ、電磁場中のディラック方程式において非相対論的極限を取ることで
g = 2となる。しかし、観測結果によると g因子の値は 2からわずかにずれている。このずれのことを異常磁気モー
メントと呼び、次の式で定義されている。

a =
g − 2

2
(2.18)

異常磁気モーメントは量子論的効果によるものであり、電磁場との相互作用と表す図 2.2の diagramを評価するこ
とで理論的に計算することができる。
電子とミューオンの異常磁気モーメントについては、理論と実験のどちらも詳細に計算されている。電子の異常
磁気モーメントは

aexpe = 1159652180.252(95) × 10−12 (2.19)

aSMe = 1159652181.606(229)(11)(12) × 10−12 (2.20)

∆ae = aexpe − aSMe = −0.88(36) × 10−12 (2.21)
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γ

図 2.2 電磁場との相互作用 diagram

となっており [8, 9]、SMの理論値と実験値は 9桁一致している。
一方で、ミューオンの異常磁気モーメントは

aexpµ = 116592061(41) × 10−11 (2.22)

aSMµ = 116591810(43) × 10−11 (2.23)

∆aµ = aexpµ − aSMµ = (251 ± 59) × 10−11 (2.24)

となっており [10, 11]、SM の理論値と実験値には 4.2σ のずれがあることが報告されている。この問題は gµ − 2

anomalyと呼ばれており、SMでは説明できない事象である。
異常磁気モーメントの測定原理には電子とミューオンに違いはないため、gµ − 2 anomaly を解決するためには

SMを拡張する必要がある。電子は精度良く測定できていることを考えると、電子には働かず、ミューオンには働く
ような相互作用を導入することで解決できる可能性があると考えられる。そして、Lµ − Lτ 模型はそのような模型
の１つである。Lµ − Lτ 模型では、図 2.2の diagramは

µ− µ−

γ

=

µ− µ−

γ

+

µ− µ−

γ

γ

+

µ− µ−

γ

Z ′

+ · · · (2.25)

となる。異常磁気モーメントは 2つ目以降の diagramの寄与であるから、新たに加わった 3つ目の diagramは異常
磁気モーメントに寄与する。この diagramの寄与∆aZ

′

µ は

∆aZ
′

µ =
g2µ−τ

8π2

∫ 1

0

dx
2m2

µx(1 − x)2

m2
µ(1 − x)2 +m2

Z′x
≃ 1.3 × 10−10

(gµ−τ

10−4

)2
(2.26)

となる。ただしmµ ≫ mZ′ とした。この寄与により (2.24)式のずれが生じているとすれば、gµ−τ ≃ (3−6)×10−4

であれば良いことがわかる。(2.26)式で gµ − 2 anomalyが解決できるような Z ′ のパラメータ空間を図 2.3に示す。

2.4 繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型

繰り込み可能な Lµ − Lτ 模型 [12]は、§2.1で紹介した Lµ − Lτ 模型の対称性に global U(1)L 対称性を加えた、
GSM × U(1)Lµ−Lτ × U(1)L という対称性を持つ。global U(1)L 対称性が自発的に破れると、南部-Goldstoneボソ
ン（NGボソン）である ϕが生じる。この ϕをMajoronと呼ぶ。NGボソンは masslessだが、もともとの理論が
持っていた U(1)L 対称性がわずかに破れていた場合、小さな質量を持つことができる。そのため、Lagrangian に
は U(1)L 対称性を破る項が含まれている（詳細な議論は [12]参照）。この場合、Majoronは pseudo NGボソンと
いう。

Majoronはニュートリノと相互作用を起こす。その相互作用項は、

L ⊃ hαβ ν̄L,αν
c
L,βϕ+ h.c. (2.27)

である。ここで、hαβ = hβα は結合定数である。νcL,β を荷電共役行列 C を用いて表すと、

νcL,β = Cν̄TL,β (2.28)
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図 2.3 Z′ のパラメータ空間 [7]。gZ′ = gµ−τ である。赤色の領域は gµ − 2 anomalyを 2σ で解決できるパラ
メータを示している。青色と灰色の領域は Borexino 実験、BABAR 実験、CCFR 実験により排除されている。

となり、さらに νL,α = PLνα と射影演算子を抜き出して (2.27)式を書き直すと、

L ⊃ hαβ ν̄αPRCν̄
T
β ϕ+ h∗αβν

T
αCPLνβϕ (2.29)

=
∑
α

hααν̄αPRCν̄
T
αϕ+ 2

∑
α<β

hαβ ν̄αPRCν̄
T
β ϕ

+
∑
α

h∗ααν
T
αCPLναϕ+ 2

∑
α<β

h∗αβν
T
αCPLνβϕ (2.30)

s となる。
これより、Majoronとニュートリノの Feynman Ruleは (2.31)、(2.32)式のようになる。

να,a

νβ,b

ϕ = 2ihαβ(PRC)ab (2.31)

να,a

νβ,b

ϕ = 2ih∗αβ(CPL)ab (2.32)

α = β の場合も 2倍がかかるのは、S行列の計算において縮約の取り方が 2通りあるためである。
この Feynman Ruleを用いてMajoronの崩壊幅を計算すると、

Γϕ↔νανβ
= Γϕ↔ν̄αν̄β

=
|hαβ |2mϕ

4πSαβ
(2.33)

となる。ここで Sαβ は二重勘定を防ぐための対称性因子で、

Sαβ =

{
2 α = β
1 α ̸= β

(2.34)
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である。よって、Majoronの全崩壊幅は、

Γϕ ≡

∑
α,β

δαβ +
∑
α<β

(Γϕ→νανβ
+ Γϕ→ν̄αν̄β

)
= 2

∑
α,β

δαβ +
∑
α<β

 |hαβ |2mϕ

4πSαβ

=
mϕ

2π

∑
α

|hαα|2

2
+
∑
α<β

|hαβ |2
 =

mϕ

4π

∑
α,β

|hαβ |2

=
mϕ

4π
tr
(
h†h
)
≡ mϕλ

2

4π
(2.35)

と表せる。全崩壊幅は粒子数・エネルギー遷移率の計算で現れる。

3 初期宇宙の時間発展
Z ′ とMajoronが初期宇宙に存在する場合の Neff を求めるために、粒子の時間発展を求める必要がある。この章
では、温度と化学ポテンシャルの時間発展方程式を導出し、計算結果を示す。

3.1 温度と化学ポテンシャルの時間発展方程式

初期宇宙の時間発展を求めるにあたり、Boltzmann方程式を用いる。一様等方（ロバートソン-ウォーカー計量）
で平坦な宇宙において、粒子種 aの分布関数 fa(|pa|, t)に対する Boltzmann方程式は (3.1)式で与えられる。

∂fa
∂t

− Ṙ

R
|pa|

∂fa
∂|pa|

= C[fa] (3.1)

ここで、Rはスケール因子、C[fa]は粒子種 aに対する衝突項である。Hubble Parameter H は H = Ṙ/Rで定義
され、平坦な宇宙の Friedmann方程式より

H2 =
8πρtot
3m2

Pl

(3.2)

である。ただし、ρtot は全宇宙のエネルギー密度、mPl は Planck質量である。
衝突項 C[fa]は一般に次の式で与えられる。

C[fa] =
∑
X,Y

Ca+X↔Y [fa] (3.3)

Ca+X↔Y [fa] = − 1

2Ea

∫ ∏
i

dΠXi

∏
j

dΠYj (2π)4δ(4)

pa +
∑
i

pXi −
∑
j

pYj


×

∑
spins

|Ma+X→Y |2fa
∏
i

fXi

∏
j

(1 ± fYj ) −
∑
spins

|MY→a+X |2
∏
j

fYj (1 ± fa)
∏
i

(1 ± fXi)

 (3.4)

dΠXi ≡
d3pXi

(2π)3
1

2EXi

(3.5)

ここで、X,Y は一般に多粒子状態を表す。また、± はそれぞれボソン、フェルミオンを表し、(1 ± f) は Bose

Enhancement、Pauli Blockingの効果を表す。(3.4)式の積分を計算する際には、始状態および終状態に同種粒子が
存在する場合は n!で割り、同じ状態を多重に数えることを防ぐ必要がある。

(3.1)式は、両辺に d3pa /(2π)3 をかけて積分することで、粒子数密度 na の方程式に変形することができる。

dna
dt

+ 3Hna =

∫
d3pa

(2π)3
C[fa] ≡ δna

δt
(3.6)
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右辺の δna/δtは粒子数遷移率と呼ばれ、(3.3)、(3.4)式より

δna

δt
=
∑
X,Y

δna

δt

∣∣∣∣
a+X↔Y

(3.7)

δna

δt

∣∣∣∣
a+X↔Y

=

∫
d3pa

(2π)3
Ca+X↔Y [fa] (3.8)

と表せる。(3.6)式は、左辺第 2項を移項して

dna
dt

= −3Hna +
δna

δt
(3.9)

という形にしておく。この式は、ある粒子種の粒子数密度の時間変化は、右辺第 1項の宇宙膨張による粒子数密度
の薄まりと、右辺第 2項の相互作用による粒子数密度の変化によって計算されるということを表している。
同様に、(3.1)式の両辺に Ea d3pa /(2π)3 をかけて積分することで、エネルギー密度 ρa の方程式に変形すること
ができる。

dρa
dt

+ 3H(ρa + Pa) =

∫
d3pa

(2π)3
EaC[fa] ≡ δρa

δt
(3.10)

ここで、Pa は粒子種 aの圧力を表す。右辺の δρa/δtはエネルギー遷移率と呼ばれ、(3.3)、(3.4)式より

δρa
δt

=
∑
X,Y

δρa
δt

∣∣∣∣
a+X↔Y

(3.11)

δρa
δt

∣∣∣∣
a+X↔Y

=

∫
d3pa

(2π)3
EaCa+X↔Y [fa] (3.12)

と表せる。(3.10)式も上と同じように右辺第 2項を移項して、

dρa
dt

= −3H(ρa + Pa) +
δρa
δt

(3.13)

となる。この式は、ある粒子種のエネルギー密度の時間変化は、右辺第 1項の宇宙膨張によるエネルギー密度の薄
まりと、右辺第 2項の相互作用によるエネルギー密度の変化によって計算されることを表している。
粒子数密度とエネルギー密度は分布関数の積分から得られる。分布関数は基本的に

fa(Ta, µa) =
1

e(Ea−µa)/Ta ± 1
(3.14)

という形である。分母の ±はそれぞれ +がボソン、−がフェルミオンの場合である。分布関数は温度 Ta、化学ポ
テンシャル µa の関数であることから、na = na(Ta, µa)、ρa = ρa(Ta, µa)と表せる。つまり、na、ρa は温度と化学
ポテンシャルを通して時間に依存している。そこで、次のような変形を行う。

dna
dt

=
∂na

∂Ta

dTa
dt

+
∂na

∂µa

dµa

dt
(3.15)

dρa
dt

=
∂ρa
∂Ta

dTa
dt

+
∂ρa
∂µa

dµa

dt
(3.16)

この 2式より、

dTa
dt

=
1

det Ja

(
∂ρa
∂µa

dna
dt

− ∂na

∂µa

dρa
dt

)
(3.17)

dµa

dt
=

1

det Ja

(
∂na

∂Ta

dρa
dt

− ∂ρa
∂Ta

dna
dt

)
(3.18)

det Ja =


∂na

∂Ta

∂na

∂µa
∂ρa
∂Ta

∂ρa
∂µa

 (3.19)
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となる。(3.17)、(3.18)式に (3.9)、(3.10)式を代入することで、温度と化学ポテンシャルの時間発展方程式が得ら
れる。

dTa
dt

= − 1

det Ja

[
−3H

(
(ρa + Pa)

∂na

∂µa
− na

∂ρa
∂µa

)
+
∂na

∂µa

δρa
δt

− ∂ρa
∂µa

δna

δt

]
(3.20)

dµa

dt
=

1

det Ja

[
−3H

(
(ρa + Pa)

∂na

∂Ta
− na

∂ρa
∂Ta

)
+
∂na

∂Ta

δρa
δt

− ∂ρa
∂Ta

δna

δt

]
(3.21)

粒子数遷移率、エネルギー遷移率は反応過程に関わる粒子種の温度や化学ポテンシャルに依存するため、この時間
発展方程式は各粒子種についての式を連立させて解く必要がある。
ただし、ここまでの式変形は粒子種 aが分布関数に従うことを前提としている。もし分布関数に従わない粒子種
についての時間発展を求めたければ、(3.1)式のまま解き、直接分布関数を求める必要がある（本研究ではそのよう
な場合は扱わない）。

3.2 時間発展方程式の具体形

3.2.1 近似
時間発展方程式を考えるにあたり、用いる近似をまとめておく。

近似 1 全ての粒子は熱平衡分布関数 (3.14)式に従う。
存在する粒子は光子、電子（陽電子）、ニュートリノ、Z ′、Majoronである。十分高温では、SM粒子は頻繁
に反応を起こし熱平衡状態にあると考えられる。宇宙の温度が T < 3MeVまで下がるとニュートリノが脱結
合するが、この脱結合が一瞬で起きたとすると、脱結合前の分布関数の形を保つことができる。
Z ′ に関しては、gµ−τ ≳ 10−5 のとき、Z ′νµ,τ ↔ Z ′νµ,τ によって運動学的平衡になるので、良い近似で熱平
衡分布関数に従う。
Majoronに関しては非平衡過程（温度が下がってきたときの ϕ ↔ νν など）を含むため、一般には熱平衡分
布関数に従わない。この場合、(3.1)式を直接解く必要があるが、実際に解くのは難しい。本論文では簡単の
ために、Majoronが熱平衡分布関数に従うと仮定する。実際に、この仮定をした場合の結果と (3.1)式を解い
た結果に大きな差はないことが報告されている [13]。

近似 2 衝突項積分の中ではMaxwell-Boltzmann分布を用いる。
十分高温では、各粒子種は高いエネルギーまで分布するため、各状態の占有率は小さいと言える。つまり分布
関数 f は f ≪ 1である。(3.14)式から、これは e(E−µ)/T ≫ 1であると言い換えられる。よって分母の ±1

を無視することができ、Maxwell-Boltzmann分布 f = e−(E−µ)/T で近似できる。また、f ≪ 1であること
から、1 ± f ≃ 1が従う。

近似 3 SMの反応過程に対する衝突項の計算において、電子の質量を無視する。
電子が相対論的である間は massless として扱っても問題ない。宇宙の温度が T ∼ 3MeV 程度まで冷えて
くると質量を無視する近似は悪くなるが、Boltzmann 方程式に対する衝突項の寄与が十分小さくなるため、
masslessとして扱える。実際に電子の質量を無視したことによる誤差は数 %以下であることが報告されてい
る [14]。

近似 4 ニュートリノの質量を無視する。
ニュートリノ質量には Planck2018 から

∑
imνi < 0.15 eV（normal hierarchy）という制限がついてい

る [15]。本論文で考えたい温度領域は O(keV)～O(MeV)であるため、 ニュートリノ質量はゼロとしてもよ
い。
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近似 5 Tνe
= Tνµ

= Tντ
≡ Tν , µνe

= µνµ
= µντ

≡ µν とする。
T > 3MeV では、ニュートリノ同士の散乱 νανβ ↔ νανβ により、各フレーバー同士が運動学的平衡になっ
ている。また T < 3MeVでは、散乱はだんだん効かなくなるが、ニュートリノ振動の効果が分布関数を同じ
にするように働く [14]。つまり

1

e(E−µνα )/Tνα + 1
≃ 1

e(E−µνβ
)/Tνβ + 1

(3.22)

となるため、Tνα
= Tνβ

, µνα
= µνβ

は近似的に成り立つ。

近似 6 Z ′ が Bose-Einstein分布関数に従い、TZ′ = Tνµ,τ
が成り立つ。

gµ−τ ≳ 10−5 のときは、Z ′ は Z ′νµ,τ ↔ Z ′νµ,τ が運動学的平衡である。よって、Z ′ は近似的に熱平衡分布
関数に従い、TZ′ = Tνµ,τ

が成り立つ。

3.2.2 各粒子種の時間発展方程式
ここでは、(3.20)、(3.21)式から時間発展方程式の具体形を求める。massless粒子に対しては、圧力とエネルギー
密度の関係 Pa = ρa/3を用いる。

化学ポテンシャルを考えない場合
化学ポテンシャルを考えない場合は変数は温度 T のみなので、(3.13)式を変数変換する。

∂ρa
∂Ta

dTa
dt

= −3H(ρa + Pa) +
δρa
δt

(3.23)

これを用いて温度の発展方程式を求める。
まず Tν について、近似 5より Tν の発展にはニュートリノと Z ′ の寄与がある。そのため、両者の寄与を足し合
わせる必要がある。よって(

∂ρZ′

∂Tν
+
∂ρν
∂Tν

)
dTν
dt

= −3H(ρZ′ + PZ′) − 4Hρν +
δρZ′

δt
+
δρν
δt

(3.24)

dTν
dt

= −
(
∂ρZ′

∂Tν
+
∂ρν
∂Tν

)−1[
3H(ρZ′ + PZ′) + 4Hρν − δρZ′

δt
− δρν

δt

]
(3.25)

となる。
Tϕ については、(3.23)式のままでよいので、

dTϕ
dt

= −
(
∂ρϕ
∂Tϕ

)−1[
3H(ρϕ + Pϕ) − δρϕ

δt

]
(3.26)

となる。
Tγ については、宇宙全体のエネルギー保存を用いることで求められる。
まず、(3.10)式を全ての粒子種について和を取ることで、宇宙全体のエネルギー密度の発展方程式が得られる。

dρtot
dt

+ 3H(ρtot + Ptot) =
∑
a

δρa
δt

(3.27)

右辺のエネルギー遷移率の和は、宇宙の外とエネルギーのやり取りがなければゼロになる（宇宙全体のエネルギー
保存）。 ∑

a

δρa
δt

= 0 (3.28)

よって、宇宙全体のエネルギー密度の発展方程式は

dρtot
dt

+ 3H(ρtot + Ptot) = 0 (3.29)
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となる。考えたい温度の領域で存在する粒子は、光子、電子、ニュートリノ、Z ′、Majoronなので、(3.29)式は

dργ
dt

+
dρe
dt

+
dρν
dt

+
dρZ′

dt
+

dρϕ
dt

= −4Hργ − 3H(ρe + Pe) − 4Hρν − 3H(ρZ′ + PZ′) − 3H(ρϕ + Pϕ) (3.30)

と表せる。ここで、Tγ = Te であることから、

dργ
dt

=
∂ργ
∂Tγ

dTγ
dt

,
dρe
dt

=
∂ρe
∂Tγ

dTγ
dt

(3.31)

となる。これと、ニュートリノ、Z ′、Majoronについての (3.13)式を用いることで、(
∂ργ
∂Tγ

+
∂ρe
∂Tγ

)
dTγ
dt

= −4Hργ − 3H(ρe + Pe) −
δρν
δt

− δρZ′

δt
− δρϕ

δt

dTγ
dt

= −
(
∂ργ
∂Tγ

+
∂ρe
∂Tγ

)−1(
4Hργ + 3H(ρe + Pe) +

δρν
δt

+
δρZ′

δt
+
δρϕ
δt

)
(3.32)

となる。

化学ポテンシャルを考える場合
まず、Tν についての時間発展方程式を考える。化学ポテンシャルを考えない場合と同様に、Tν の発展にはニュー
トリノと Z ′ の寄与があるため、両者の寄与を足し合わせる必要がある。
Tν へのニュートリノの寄与は

dTν
dt

= − 1

det Jν

[
−H

(
4ρν

∂nν

∂µν
− 3nν

∂ρν
∂µν

)
+
∂nν

∂µν

δρν
δt

− ∂ρν
∂µν

δnν

δt

]
(3.33)

となる。また、Tν への Z ′ の寄与は

dTν
dt

= − 1

det JZ′

[
−3H

(
(ρZ′ + PZ′)

∂nZ′

∂µZ′
− nZ′

∂ρZ′

∂µZ′

)
+
∂nZ′

∂µZ′

δρZ′

δt
− ∂ρZ′

∂µZ′

δnZ′

δt

]
(3.34)

となる。(3.33)と (3.34)を足し合わせると、

dTν
dt

= − 1

det Jν + det JZ′

[
−H

(
4ρν

∂nν

∂µν
− 3nν

∂ρν
∂µν

+ 3(ρZ′ + PZ′)
∂nZ′

∂µZ′
− 3nZ′

∂ρZ′

∂µZ′

)
+
∂nZ′

∂µZ′

δρZ′

δt
− ∂ρZ′

∂µZ′

δnZ′

δt

]
(3.35)

となる。
µν と µZ′ について、Z ′ ↔ ναν̄α が平衡であるときは化学平衡が成り立つので、µZ′ = 2µν が成り立つが、平衡が
切れると別々に扱う必要がある。そのため、初めから分けて発展を追う。µν の時間発展方程式は

dµν

dt
=

1

det Jν

[
−H

(
4ρν

∂nν

∂Tν
− 3nν

∂ρν
∂Tν

)
+
∂nν

∂Tν

δρν
δt

− ∂ρν
∂Tν

δnν

δt

]
(3.36)

となる。また、µZ′ の時間発展方程式は

dµZ′

dt
=

1

det JZ′

[
−3H

(
(ρZ′ + PZ′)

∂nZ′

∂Tν
− nZ′

∂ρZ′

∂Tν

)
+
∂nZ′

∂Tν

δρZ′

δt
− ∂ρZ′

∂Tν

δnZ′

δt

]
(3.37)

となる。
Majoronの時間発展方程式は、(3.20)、(3.21)式のままでよく、

dTϕ
dt

= − 1

det Jϕ

[
−3H

(
(ρϕ + Pϕ)

∂nϕ

∂µϕ
− nϕ

∂ρϕ
∂µϕ

)
+
∂nϕ

∂µϕ

δρϕ
δt

− ∂ρϕ
∂µϕ

δnϕ

δt

]
(3.38)

dµϕ

dt
=

1

det Jϕ

[
−3H

(
(ρϕ + Pϕ)

∂nϕ

∂Tϕ
− nϕ

∂ρϕ
∂Tϕ

)
+
∂nϕ

∂Tϕ

δρϕ
δt

− ∂ρϕ
∂Tϕ

δnϕ

δt

]
(3.39)

となる。
Tγ については µγ = µe = 0であるから、化学ポテンシャルを考える場合でも (3.32)式を使うことができる。
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3.3 粒子数遷移率・エネルギー遷移率

時間発展方程式を解く際には、粒子数遷移率とエネルギー遷移率を計算する必要がある。ここでは、様々な反応過
程に対する遷移率を求める。§3.2の結果から、計算すべき遷移率はニュートリノ、Z ′、Majoronに関するものであ
るとわかる。以下ではそれぞれの粒子種について見ていく。

3.3.1 ニュートリノの遷移率

SMの反応過程
ニュートリノの遷移率に取り入れる SMでの反応過程は、ναν̄α ↔ e−e+, ναe

± ↔ ναe
±, ν̄αe

± ↔ ν̄αe
± の 3つ

である。実際にはニュートリノが関与する反応過程として、νανβ ↔ νανβ , ναν̄β ↔ ναν̄β , ν̄αν̄β ↔ ν̄αν̄β もあるが、
近似 1,4のもとではこれらの反応の衝突項はゼロになることから、これらは考えなくて良い。このことは次のように
説明できる。

1 + 2 ↔ 3 + 4という反応過程において、衝突項内の分布関数の部分 f3f4(1 ± f1)(1 ± f2)に注目する。上の 3つ
の反応では全ての粒子の温度が等しいので、それを T とすると、近似 1のもとでは

1 ± fa = fae
(Ea−µa)/Ta (3.40)

と変形できるので、

f3f4(1 ± f1)(1 ± f2) = (1 ± f3)e−(E3−µ3)/T (1 ± f4)e−(E4−µ4)/T f1e
(E1−µ1)/T f2e

(E2−µ2)/T

= f1f2(1 ± f3)(1 ± f4)e(µ3+µ4−µ1−µ2)/T (3.41)

となる。νανβ ↔ νανβ , ναν̄β ↔ ναν̄β , ν̄αν̄β ↔ ν̄αν̄β は 1 = 3, 2 = 4であるから、

f3f4(1 ± f1)(1 ± f2) = f1f2(1 ± f3)(1 ± f4) (3.42)

となる。よって、分布関数の部分がキャンセルし衝突項がゼロになる。(3.41)式から、一般に同じ熱浴中で起こる化
学平衡である反応過程の衝突項はゼロになると言える。
ναν̄α ↔ e−e+, ναe

± ↔ ναe
±, ν̄αe

± ↔ ν̄αe
± のそれぞれに対する粒子数遷移率、エネルギー遷移率は次のよう

になる (詳細な計算は付録 C参照)。

δnνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
16G2

F (g2αL + g2αR)

π5
(T 8

γ − T 8
ν e

2µν
Tν ) (3.43)

δρνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
64G2

F (g2αL + g2αR)

π5
(T 9

γ − T 9
ν e

2µν
Tν ) (3.44)

δnνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

=
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

= 0 (3.45)

δρνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

=
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

=
112G2

F (g2αL + g2αR)

π5
e

µν
Tν T 4

γT
4
ν (Tγ − Tν) (3.46)

ここで、gαL, gαR は

gαL =


1

2
(CA + CV + 2) =

1

2
+ sin2 θW (α = e)

1

2
(CA + CV ) = −1

2
+ sin2 θW (α = µ, τ)

(3.47)

gαR =
1

2
(CV − CA) = sin2 θW (α = e, µ, τ) (3.48)
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να e−

ν̄α e+

Z0, Z ′

να να

e± e±

Z0, Z ′

ν̄α ν̄α

e± e±

Z0, Z ′

図 3.1 ニュートリノの遷移率に取り入れる電子との相互作用 diagram。ただし、中間状態が Z′ になるのは
α = µ, τ の時だけである。

である。これより、να, ν̄α の SMでの遷移率は

δnνα

δt

∣∣∣∣
SM

=
δnνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

+
δnνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

=
16G2

F (g2αL + g2αR)

π5
(T 8

γ − T 8
ν e

2µν/Tν ) (3.49)

δnν̄α

δt

∣∣∣∣
SM

=
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

+
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

=
16G2

F (g2αL + g2αR)

π5
(T 8

γ − T 8
ν e

2µν/Tν ) (3.50)

δρνα

δt

∣∣∣∣
SM

=
δρνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

+
δρνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

=
2G2

F (g2αL + g2αR)

π5
F (Tγ , Tν , µν) (3.51)

δρν̄α

δt

∣∣∣∣
SM

=
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

+
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

=
2G2

F (g2αL + g2αR)

π5
F (Tγ , Tν , µν) (3.52)

となる。ここで、F (Tγ , Tν , µν)は

F (Tγ , Tν , µν) = 32(T 9
γ − T 9

ν e
2µν/Tν ) + 56eµν/TνT 4

γT
4
ν (Tγ − Tν) (3.53)

である。(3.49)～(3.52)式を αについて和を取ることで、SMの反応過程の遷移率が求められる。

δnν

δt

∣∣∣∣
SM

=
∑
α

(
δnνα

δt
+
δnν̄α

δt

)∣∣∣∣∣
SM

=
32G2

F

π5

[
(g2eL + g2eR) + 2(g2µL + g2µR)

]
(T 8

γ − T 8
ν e

2µν/Tν ) (3.54)

δρν
δt

∣∣∣∣
SM

=
∑
α

(
δρνα

δt
+
δρν̄α

δt

)∣∣∣∣∣
SM

=
4G2

F

π5

[
(g2eL + g2eR) + 2(g2µL + g2µR)

]
F (Tγ , Tν , µν) (3.55)

ここまでで考えた SMの反応過程には、Lµ − Lτ 模型を考えることで追加の寄与が現れる。図 3.1にあるように、
SMでは Z0 を中間状態とする反応であるが、Z ′ を中間状態とする反応も追加される。その寄与は、散乱振幅を比
較することで簡単に求められる。
例として να′ ν̄α′ ↔ e−e+ (α′ = µ, τ)の反応で考える。散乱振幅は

iM =

να′ e−

ν̄α′ e+

Z0
+

να′ e−

ν̄α′ e+

Z ′

≃ −i2GF√
2
ū(k)γµ(CV − CAγ

5)v(k′)v̄(p′)γµPLu(p) + iLα′
gµ−τ ϵe

m2
Z′

ū(k)γµv(k′)v̄(p′)γµPLu(p) (3.56)

となる。ここで、Lα′ は

Lα′ =

{
1 (α′ = µ)

−1 (α′ = τ)
(3.57)
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である。第一項と第二項を比較すると、第一項を

GF → −Lα′

√
2gµ−τ ϵe

2m2
Z′

, CV → 1, CA → 0 (3.58)

とすれば第二項が得られることがわかる。また、この置き換えにより、gα′L, gα′R は (3.47)、(3.48) 式から
gα′L, gα′R → 1/2となる。よって、例えば粒子数遷移率は (3.49)式より

δnνα′

δt

∣∣∣∣
SM+Z′

=
δnνα′

δt

∣∣∣∣
SM

+
4(gµ−τ ϵe)

2

π5m4
Z′

(T 8
γ − T 8

ν e
2µν/Tν ) + Lα′ × (cross termの寄与) (3.59)

となる。第三項の cross termの寄与は Lα′ に比例するため、α′ = µと α′ = τ を足すとキャンセルする。νe につい
ては、Z ′ と結合しないので

δnνe

δt

∣∣∣∣
SM+Z′

=
δnνe

δt

∣∣∣∣
SM

(3.60)

である。以上より、ニュートリノと電子の反応（SMの反応）についての粒子数遷移率は

δnν

δt

∣∣∣∣
SM+Z′

=
δnν

δt

∣∣∣∣
SM

+
8(gµ−τ ϵe)

2

π5m4
Z′

(T 8
γ − T 8

ν e
2µν/Tν ) (3.61)

となる。エネルギー遷移率についても同様の変形を行うと、

δρν
δt

∣∣∣∣
SM+Z′

=
δρν
δt

∣∣∣∣
SM

+
(gµ−τ ϵe)

2

π5m4
Z′

F (Tγ , Tν , µν) (3.62)

が得られる。

ニュートリノと Z ′ の反応過程
次にニュートリノと Z ′ の反応を考える。取り入れる反応過程は Z ′ ↔ να′ ν̄α′ (α′ = µ, τ)である。崩壊・逆崩壊
過程の遷移率は付録 Dより、

δnνα′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

= 2 × 3m2
Z′

2π2

[
Tνe

µZ′/TνK1

(
mZ′

Tν

)
− Tνe

2µν/TνK1

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→να′ ν̄α′

=
3m2

Z′

π2
TνK1

(
mZ′

Tν

)(
eµZ′/Tν − e2µν/Tν

)
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.63)

δρνα′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

=
3m3

Z′

2π2

[
Tνe

2µν/TνK2

(
mZ′

Tν

)
− Tνe

µZ′/TνK2

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→να′ ν̄α′

=
3m3

Z′

2π2
TνK2

(
mZ′

Tν

)(
eµZ′/Tν − e2µν/Tν

)
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.64)

となる。粒子数遷移率の ×2は、1回の反応で粒子数が 2だけ増える、または減ることによるものである。これらの
式を α′ について和を取ることで ν についての遷移率が得られる。(2.15)式より、α′ = µ, τ で上の式に変化はない
ため、2倍するだけで良い。よって、

δnν

δt

∣∣∣∣
Z′↔νν̄

=
6m2

Z′

π2
TνK1

(
mZ′

Tν

)(
eµZ′/Tν − e2µν/Tν

)
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.65)

δρν
δt

∣∣∣∣
Z′↔νν̄

=
3m3

Z′

π2
TνK2

(
mZ′

Tν

)(
eµZ′/Tν − e2µν/Tν

)
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.66)

となる。
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ニュートリノとMajoronの反応過程
次にニュートリノとMajoronの反応を考える。取り入れる反応過程は ϕ ↔ νανβ , ϕ ↔ ν̄αν̄β (α, β = e, µ, τ)で
ある。Z ′ ↔ να′ ν̄α′ と同様に、付録 Dより

δnνα

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νανβ

=
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ϕ↔ν̄αν̄β

= 2 ×
m2

ϕ

2π2

[
Tϕe

µϕ/TϕK1

(
mϕ

Tϕ

)
− Tνe

2µν/TνK1

(
mϕ

Tν

)]
Γϕ→νανβ

(3.67)

δρνα

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νανβ

=
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ϕ↔ν̄αν̄β

=
m3

ϕ

2π2

[
Tϕe

µϕ/TϕK2

(
mϕ

Tϕ

)
− Tνe

2µν/TνK2

(
mϕ

Tν

)]
Γϕ→νανβ

(3.68)

である。α, β について和を取る必要があるが、αと β の入れ替えに対して同じになるので、重複を避けるように和
を取ると、

δnν

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

=

∑
α,β

δαβ +
∑
α<β

( δnνα

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νανβ

+
δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ϕ↔ν̄αν̄β

)

=
m2

ϕ

π2

[
Tϕe

µϕ/TϕK1

(
mϕ

Tϕ

)
− Tνe

2µν/TνK1

(
mϕ

Tν

)]
Γϕ (3.69)

δρν
δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

=

∑
α,β

δαβ +
∑
α<β

( δρνα

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νανβ

+
δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ϕ↔ν̄αν̄β

)

=
m3

ϕ

2π2

[
Tϕe

µϕ/TϕK1

(
mϕ

Tϕ

)
− Tνe

2µν/TνK1

(
mϕ

Tν

)]
Γϕ (3.70)

となる（ϕ↔ νν という書き方は反粒子への崩壊・逆崩壊も含むものとする）。

ニュートリノ、Z ′、Majoronの散乱過程
ニュートリノ、Z ′、Majoronが同時に存在する場合、Z ′να ↔ ϕν̄β , Z

′ν̄α ↔ ϕνβ , Z
′ϕ↔ νανβ , Z

′ϕ↔ ν̄αν̄β と
いう散乱過程が存在する。これらの反応の遷移率は、

δnνα

δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫
d3pνα

(2π)3
1

2pνα

I (3.71)

δρνα

δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫
d3pνα

(2π)3
pνα

1

2pνα

I (3.72)

で求められる。ここで、

I =
1

2(2π)4

∫
dp2p

2
2

E2

dp3p
2
3

E3
Λ({fi})

∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

|M|2Θ(p04) (3.73)

である（導出は付録 B参照）。この積分は解析的にできないため、数値計算によって求める必要がある。詳細な計算
は §3.4に記載する。

3.3.2 Z ′ の遷移率
Z ′ の遷移率に取り入れる反応過程は、Z ′ ↔ e−e+, Z ′ ↔ να′ ν̄α′ , Z ′να ↔ ϕν̄β , Z

′ν̄α ↔ ϕνβ , Z
′ϕ ↔

νανβ , Z
′ϕ↔ ν̄αν̄β である。

Z ′ ↔ e−e+ について、付録 Dより

δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔e−e+

=
3m2

Z′

2π2

[
TγK1

(
mZ′

Tγ

)
− Tνe

µZ′/TνK1

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→e−e+ (3.74)

δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔e−e+

=
3m3

Z′

2π2

[
TγK2

(
mZ′

Tγ

)
− Tνe

µZ′/TνK2

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→e−e+ (3.75)
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となる。Z ′ ↔ να′ ν̄α′ も同様に、

δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔νν̄

= 2
δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

=
3m2

Z′

π2

[
Tνe

2µν/TνK1

(
mZ′

Tν

)
− Tνe

µZ′/TνK1

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.76)

δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔νν̄

= 2
δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

=
3m2

Z′

π2

[
Tνe

2µν/TνK2

(
mZ′

Tν

)
− Tνe

µZ′/TνK2

(
mZ′

Tν

)]
ΓZ′→να′ ν̄α′ (3.77)

となる。各反応で粒子数保存やエネルギー保存が成り立っているので、

δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

= −1

2

δnνα′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

,
δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

= −
δρνα′

δt

∣∣∣∣
Z′↔να′ ν̄α′

(3.78)

から求めることもできる。
散乱過程については、付録 Bより、

δnZ′

δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫
d3pZ′

(2π)3
1

2EZ′
I (3.79)

δρZ′

δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫
d3pZ′

(2π)3
EZ′

1

2EZ′
I (3.80)

である（詳細は §3.4参照）。

3.3.3 Majoronの遷移率
Majoron の遷移率に取り入れる反応過程は、ϕ ↔ νανβ , ϕ ↔ ν̄αν̄β , Z

′να ↔ ϕν̄β , Z
′ν̄α ↔ ϕνβ , Z

′ϕ ↔
νανβ , Z

′ϕ↔ ν̄αν̄β である。
ϕ↔ νανβ , ϕ↔ ν̄αν̄β については、付録 Dより、

δnϕ

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

=
m2

ϕ

2π2

[
Tνe

2µν/TνK1

(
mϕ

Tν

)
− Tϕe

µϕ/TϕK1

(
mϕ

Tϕ

)]
Γϕ (3.81)

δρϕ
δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

=
m3

ϕ

2π2

[
Tνe

2µν/TνK1

(
mϕ

Tν

)
− Tϕe

µϕ/TϕK1

(
mϕ

Tϕ

)]
Γϕ (3.82)

となる。これについても、粒子数保存・エネルギー保存が成り立っているので、

δnϕ

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

= −1

2

δnν

δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

,
δρϕ
δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

= − δρν
δt

∣∣∣∣
ϕ↔νν

(3.83)

から求めることができる。
散乱過程については、付録 Bより、

δnϕ

δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫

d3pϕ
(2π)3

1

2Eϕ
I (3.84)

δρϕ
δt

∣∣∣∣
scattering

= −
∫

d3pϕ
(2π)3

Eϕ
1

2Eϕ
I (3.85)

である（詳細は §3.4参照）。

3.4 散乱過程の遷移率

ここでは、ニュートリノ、Z ′、Majoronの散乱過程の不変振幅や遷移率の計算について述べる。この散乱過程は
Z ′να ↔ ϕν̄β、Z ′ϕ ↔ νανβ がある。4元運動量の割り当てに関しては、§3.5の計算のための割り当て方を述べる。
他の場合については付録 Gに記載する。
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β = e β = µ, τ

α = e 0 Mu

α = µ, τ Ms Ms + Mu

表 3.1 Z′να ↔ ϕν̄β の α, β の組み合わせに対する不変振幅の形

3.4.1 Z ′να ↔ ϕν̄β (Z ′ν̄α ↔ ϕνβ)

Z ′να ↔ ϕν̄β の diagramは図 3.2の 2通りである。Z ′ は νµ, ντ とだけ結合するので、(α, β) = (e, e)の反応は
ない。また、αまたは β の一方が eの場合は、Ms またはMu のどちらかのみになる。まとめると表 3.1 のように
なる。
この散乱過程に対する振幅は次のようになる。∑
spins

|MZ′να↔ϕν̄β
|2 =

16g2α|hαβ |2

(k + p)4

[
4(k · p)(k · p′) + 4(k · p)(p · p′) −m2

Z′(p · p′) +
4

m2
Z′

(k · p)2(p · p′)
]

+
16g2β |hαβ |2

(k − p′)4

[
4(k · p)(k · p′) − 4(k · p′)(p · p′) −m2

Z′(p · p′) +
4

m2
Z′

(k · p′)2(p · p′)
]

+
16gαgβ |hαβ |2

(k + p)2(k − p′)2

[
4(k · p)(k · p′) − 2(k · p)(p · p′) + 2(k · p′)(p · p′) + 4(p · p′)2

+m2
Z′(p · p′) −

4

m2
Z′

(k · p)(k · p′)(p · p′)
]

(3.86)

ただし、

gα =

 0 (α = e)
gµ−τ (α = µ)
−gµ−τ (α = τ)

(3.87)

である。この gα の定義により、振幅が表 3.1 に従うようにになっている。
遷移率の積分は、注目する粒子（どの粒子の遷移率か）により積分範囲や数式の中身が変わるため、それぞれの粒
子について見ていく。

Z ′ に注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pZ′ , pνα
, pν̄β

, pϕ) (3.88)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

Eϕ = EZ′ + pνα
− pν̄β

≥ mϕ

→ pν̄β
≤ EZ′ + pνα

−mϕ (3.89)

という制限がつく。よって、遷移率は

δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ ∞

0

dpνα pνα

∫ EZ′+pνα−mϕ

0

dpν̄β
pν̄β

Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.90)

δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpZ′ p2
Z′

∫ ∞

0

dpνα
pνα

∫ EZ′+pνα−mϕ

0

dpν̄β
pν̄β

Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.91)
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Z ′

να

ϕ

ν̄β

k

p

k′

p′

Z ′

να

ϕ

ν̄β

k

p

k′

p′

図 3.2 Z′να ↔ ϕν̄β の diagram。s-channelをMs、u-channelをMu と表す。

となる。

να に注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pνα , pZ′ , pϕ, pν̄β
) (3.92)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

pν̄β
= pνα

+ EZ′ − Eϕ ≥ 0

→ Eϕ ≤ EZ′ + pνα

→ pϕ ≤
√

(EZ′ + pνα
)2 −m2

ϕ (3.93)

という制限がつく。よって、遷移率は

δnνα

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpνα
pνα

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ √
(EZ′+pνα )2−m2

ϕ

0

dpϕ

p2
ϕ

Eϕ
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.94)

δρνα

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpνα
p2
να

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ √
(EZ′+pνα )2−m2

ϕ

0

dpϕ

p2
ϕ

Eϕ
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.95)

となる。

ϕに注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pϕ, pν̄β
, pνα

, pZ′) (3.96)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

EZ′ = Eϕ + pν̄α
− pνα

≥ mZ′

→ pνα ≤ Eϕ + pν̄β
−mZ′ (3.97)

という制限がつく。ただしこの右辺は、mϕ < mZ′ のとき pϕ,pν̄β
の値によってはマイナスになりうるので、そのよ
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うな領域は除外しなければならない。よって、遷移率は

δnϕ

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpϕdpν̄β

p2
ϕ

Eϕ
pν̄β

∫ Eϕ+pν̄β
−mZ′

0

dpνα
pνα

Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.98)

δρϕ
δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpϕdpν̄β
p2
ϕ pν̄β

∫ Eϕ+pν̄β
−mZ′

0

dpνα pναΛ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.99)

となる。ここで、D は Eϕ + pν̄β
≥ mZ′ となる領域である。

ν̄β に注目する場合 4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pν̄β
, pϕ, pZ′ , pνα) (3.100)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

pνα
= pν̄α

+ Eϕ − EZ′ ≥ 0

→ EZ′ ≤ pν̄β
+ Eϕ

→ pZ′ ≤
√

(pν̄β
+ Eϕ)2 −m2

Z′ (3.101)

という制限がつく。ϕに注目する場合と同様に、この右辺の根号の中身は mϕ < mZ′ のとき pν̄β
,pϕ の値によって

はマイナスになりうるので、そのような領域は除外しなければならない。よって、遷移率は

δnϕ

δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpν̄β
dpϕ pν̄β

p2
ϕ

Eϕ

∫ √
(pν̄β

+Eϕ)2−m2
Z′

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.102)

δρϕ
δt

∣∣∣∣
Z′να↔ϕν̄β

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpν̄β
dpϕ p2

ν̄β

p2
ϕ

Eϕ

∫ √
(pν̄β

+Eϕ)2−m2
Z′

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′να↔ϕν̄β

∣∣2 (3.103)

となる。ここで、D は pν̄β
+ Eϕ ≥ mZ′ となる領域である。

Z ′ν̄α ↔ ϕνβ の遷移率については、ニュートリノの質量を無視する限り |MZ′να↔ϕν̄β
|2 = |MZ′ν̄α↔ϕνβ

|2 となる
ので、遷移率は Z ′να ↔ ϕν̄β と同じ式で計算することができる。つまり、微分方程式を解く際には Z ′να ↔ ϕν̄β の
遷移率を 2倍すればよい。

3.4.2 Z ′ϕ↔ νανβ (Z ′ϕ↔ ν̄αν̄β)

Z ′ϕ ↔ νανβ の diagramは図 3.3の 2通りである。Z ′να ↔ ϕν̄β の場合と同様に、α, β の組み合わせによって振
幅の形が異なる。まとめると表 3.2のようになる。
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β = e β = µ, τ

α = e 0 Mu

α = µ, τ Mt Mt + Mu

表 3.2 Z′ϕ ↔ νανβ の α, β の組み合わせに対する不変振幅の形

この散乱過程に対する振幅は次のようになる。∑
spins

|MZ′ϕ↔νανβ
|2 =

16g2α|hαβ |2

(k − p)4

[
4(k · p)(k · p′) − 4(k · p)(p · p′) −m2

Z′(p · p′) +
4

m2
Z′

(k · p)2(p · p′)
]

+
16g2β |hαβ |2

(k − p′)4

[
4(k · p)(k · p′) − 4(k · p′)(p · p′) −m2

Z′(p · p′) +
4

m2
Z′

(k · p′)2(p · p′)
]

+
16gαgβ |hαβ |2

(k − p)2(k − p′)2

[
4(k · p)(k · p′) − 2(k · p)(p · p′) − 2(k · p′)(p · p′) + 4(p · p′)2

−m2
Z′(p · p′) −

4

m2
Z′

(k · p)(k · p′)(p · p′)
]

(3.104)

§3.4.1と同様に、それぞれの粒子について見ていく。

Z ′ に注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pZ′ , pϕ, pνα
, pνβ

) (3.105)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

pνβ
= EZ′ + Eϕ − pνα

≥ 0

→ pνα
≤ EZ′ + Eϕ (3.106)

という制限がつく。よって、遷移率は

δnZ′

δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ ∞

0

dpϕ

p2
ϕ

Eϕ

∫ EZ′+Eϕ

0

dpνα pναΛ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.107)

δρZ′

δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpZ′ p2
Z′

∫ ∞

0

dpϕ

p2
ϕ

Eϕ

∫ EZ′+Eϕ

0

dpνα pναΛ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.108)

となる。

ϕに注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pϕ, pZ′ , pνα
, pνβ

) (3.109)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

pνβ
= Eϕ + EZ′ − pνα

≥ 0

→ pνα ≤ Eϕ + EZ′ (3.110)
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図 3.3 Z′ϕ ↔ νανβ の diagram。t-channelをMt、u-channelをMu と表す。

という制限がつく。よって、遷移率は

δnϕ

δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpϕ

p2
ϕ

Eϕ

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ Eϕ+EZ′

0

dpνα pναΛ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.111)

δρϕ
δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫ ∞

0

dpϕ p2
ϕ

∫ ∞

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′

∫ Eϕ+EZ′

0

dpνα
pνα

Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.112)

となる。

να に注目する場合
4元運動量の割り当ては次のようにする。

(p1, p2, p3, p4) = (pνα , pνβ
, pZ′ , pϕ) (3.113)

(B.43)式の最後にある Θ(p04)より、

Eϕ = pνα
+ pνβ

− EZ′ ≥ mϕ

→ EZ′ ≤ pνα
+ pνβ

−mϕ

→ pZ′ ≤
√

(pνα
+ pνβ

−mϕ)2 −m2
Z′ (3.114)

という制限がつく。右辺は pνα
,pνβ

の値によって根号の中身が負になりうるので、そのような領域は除外しなけれ
ばならない。よって、遷移率は

δnνα

δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpνα
dpνβ

pνα
pνβ

∫ √
(pνα+pνβ

−mϕ)2−m2
Z′

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.115)

δρνα

δt

∣∣∣∣
Z′ϕ↔νανβ

= − 1

2(2π)6

∫∫
D

dpνα
dpνβ

p2
να

pνβ

∫ √
(pνα+pνβ

−mϕ)2−m2
Z′

0

dpZ′
p2
Z′

EZ′
Λ({fi})

×
∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

∣∣MZ′ϕ↔νανβ

∣∣2 (3.116)

となる。ここで、D は pνα
+ pνβ

≥ mZ′ +mϕ となる領域である。
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νβ に注目する場合
この場合については、να に注目する場合と違いはないため、(3.115)、(3.116)式で計算できる。微分方程式を解
く際は 2倍すれば良い。

Z ′ϕ ↔ ν̄αν̄β については、Z ′να ↔ ϕν̄β の場合と同様に、ニュートリノの質量を無視する限りは Z ′ϕ ↔ νανβ と
同じ式で計算できる。よって 2倍すれば良い。

3.5 散乱過程の u-channel diagramの発散

散乱過程の u-channel diagramは、中間状態が on-shellになることができるので発散が起きる。例えば Z ′ν ↔ ϕν̄

では、Z ′ → νν̄ で生成された on-shellの ν が νν → ϕを起こすという過程が考えられる。このような発散は、始状
態が不安定粒子を含む場合に起きる可能性がある。実際の遷移率の積分においては、Z ′ϕ ↔ νν の発散が起きる点
は、cos θ± による積分範囲の制限により取り除かれているため発散の除去は考えなくても良い。しかし、Z ′ν ↔ ϕν̄

は発散する点が積分に寄与してしまうため、これを取り除く必要がある。
中間状態が不安定粒子の場合は、narrow width approximationにより発散の除去が行えるが、今回考える散乱過
程は中間状態がニュートリノであり崩壊しないため、narrow width approximationは使えない。on-shellの安定粒
子による発散が起きる場合の理論的な解決方法は、[16, 17]で提案されている。

[16]の方法は次のとおりである。ガスと相互作用しながら伝搬する粒子を考える場合、全ての粒子の平均自由行
程が有限なので「準粒子」であるといえる。そして、媒質中の粒子の自己エネルギーは虚部の寄与が存在するので、
この虚部が準粒子の崩壊幅の役割をし、発散を正則化できる。しかし、この方法は高エネルギー領域でのみ有効な近
似であるという結果になっているため、宇宙の時間発展を追うためには使えない。

[17]では、始状態の不安定粒子の質量をm→ m− iΓとして複素にすることで、propagatorの分母が有限になる
ようにするという方法が述べられている。しかしこの方法は、一般的に考えると終状態側の vertexでのエネルギー
保存が成り立たなくなってしまうという問題がある。
このように、提案されている理論的な解決方法は不十分であり、まだ確立していないと思われる。そこで、今回は
数学的な発散の除去を考案した。

u-channel diagramの振幅の 2乗は

|Mu
Z′να↔ϕν̄β

|2 ∝ 1

(m2
Z′ − 2k · p′)2

という形である。そこで、2k · p′ = X と変数変換し、次のような積分を考える。

I =

∫ ∞

0

f(X)

(m2
Z′ −X)2 + ε2

dX (3.117)

なぜ変数変換を行なったのかというと、元々の形だと複数の変数が発散に関わってしまい、発散の構造が複雑になっ
てしまうからである。変数変換を行ない、発散を１変数に押しつけて扱いやすくしている。被積分関数は、X = m2

Z′

で O(1/ε2)の発散を起こす。発散の幅は ε程度だといえるので、X 積分の結果を εで展開すれば、

I =
α−1

ε
+ α0 + εα1 + · · · (3.118)

と評価できる。第 1項が ε→ 0で発散する項、つまり中間状態が on-shellの寄与であり、第 2項が off-shellの寄与
である。第 3項以降は ε→ 0で消える。よって、α0 を取り出すことができれば、off-shellの寄与を計算できたこと
になる。
そこで、(3.118) 式の両辺に ε をかけて ε → 0 とすることで α−1 を求め、それを全体から引いて α0 を求める。

F (ε)を

F (ε) ≡
∫ ∞

0

εf(X)

(m2
Z′ −X)2 + ε2

dX

= α−1 + εα0 + · · · (3.119)
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とする。この積分は εが有限な値であれば発散しないため、数値計算によって求めることができる。εが小さいとす
れば、

α0 ≃ F (ε) − α−1

ε
(3.120)

と表せる。ここで、X に対して変数変換
X −m2

Z′ = εX̃ (3.121)

を行うと、

F (ε) =

∫ ∞

−
m2

Z′
ε

1

ε2
εf(m2

Z′ + εX̃)

X̃2 + 1
εdX̃

=

∫ ∞

−
m2

Z′
ε

f(m2
Z′ + εX̃)

X̃2 + 1
dX̃ (3.122)

となる。これより、α−1 は

α−1 = F (0) =

∫ ∞

−∞

f(m2
Z′)

X̃2 + 1
dX̃

= πf(m2
Z′) (3.123)

となる。よって、off-shellの寄与 α0 は

α0 =
F (ε) − πf(m2

Z′)

ε
(3.124)

で求められる。この式を、有限であるが小さい εに対して計算することで、良い精度で off-shellの寄与を求めるこ
とができる。

3.6 Majoronの有効反応率

Majoronの有効反応率 Γeff を次のように定義しておく。

Γeff ≡ ⟨Γνν→ϕ⟩
H

∣∣∣∣
Tν=mϕ/3

(3.125)

ここで、⟨Γνν→ϕ⟩は νν → ϕの反応率の熱平均であり、

⟨Γνν→ϕ⟩ =
1

nν

δnν

δt

∣∣∣∣
νν→ϕ

=
Γϕ

12

(
mϕ

Tν

)2

K1

(
mϕ

Tν

)
(3.126)

で求められる。また、放射優勢期の Hubble Parameterは近似的に

H(Tν) ≃ 1.66g
1/2
∗

T 2
ν

mPl
= H(Tν = mϕ/3)

9T 2
ν

m2
ϕ

(3.127)

で求められる。これより、Γeff は

Γeff =
3K1(3)

4

Γϕ

H(Tν = mϕ/3)
≃
(

λ

4 × 10−12

)2(
keV

mϕ

)
(3.128)

と表せる。
Γeff は Boltzmann方程式を考えると意味がわかりやすい。Γeff は

Γeff =
1

Hnν

δnν

δt

∣∣∣∣
νν→ϕ

(3.129)

と表せる。(3.9) 式に注目すると、Γeff は factor の違いはあるが第一項と第二項の比になっていることがわかる。
よって、相互作用の寄与が宇宙膨張の寄与よりも大きいかどうか、つまり初期宇宙において νν → ϕがどれくらい
効くのかを示すパラメータであるといえる。
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図 3.4 ⟨Γνν→ϕ⟩ /H のグラフ。山の頂上は Tν = mϕ/3のときであり、頂上の値が Γeff である。

Γeff を用いて ⟨Γνν→ϕ⟩ /H を書き直すと、

⟨Γνν→ϕ⟩
H

=
Γeff

81K1(3)

(
mϕ

Tν

)4

K1

(
mϕ

Tν

)
(3.130)

となる。mϕ/Tν の関数として ⟨Γνν→ϕ⟩ /H をプロットしたものが図 3.4である。温度が高いところでは、mϕ 程度
のエネルギーを持つニュートリノが少ないため、νν → ϕが起きにくくなっている。宇宙が冷えてくると、ニュート
リノのエネルギーがだんだん小さくなるので、mϕ 程度のエネルギーを持つニュートリノが増え、νν → ϕが起きや
すくなる。その後 Tν = mϕ/3より低い温度になると、運動学的にMajoronを生成できなくなるので、急激に値が
小さくなっていく。
計算を行う際には、この Γeff を結合定数の代わりにMajoronのパラメータとして変化させる。
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4 結果
付録 Hで述べるように、化学ポテンシャルを取り入れて Boltzmann方程式を解くには課題が残っているため、今
回は化学ポテンシャルの発展は追わず、(3.25)、(3.26)、(3.32)式を用いて温度の時間発展を計算した。
考える Majoron の質量は、ニュートリノが脱結合するまでに Majoron が全て崩壊してしまわないように決め
る。もし脱結合前に全て崩壊してしまうと、Neff には全く寄与しなくなってしまうためである。図 3.4 を見ると、
mϕ/Tν ∼ 20付近でMajoronはほとんど生成されなくなるので、mϕ/Tν = 20になるまでに脱結合が起こることを
条件として、質量の上限を決める。ニュートリノの脱結合は付録 Eより Tγ = 0.5 MeV付近で起こるため、

Tν = 0.05mϕ ≤ 0.5 MeV

⇒ mϕ ≤ 10 MeV

となる。よって、mϕ は 10 MeV以下とする。

4.1 散乱を取り入れない場合

Z ′ と ϕの散乱がどの程度寄与するのかを見たいため、まずは散乱を取り入れない場合、つまり SMの過程と Z ′, ϕ

の崩壊・逆崩壊過程のみを衝突項に取り入れて発展方程式を解いた。
初期条件は、Majoronが少ない時期から解くとして、

T0γ = T0ν = 50 MeV, T0ϕ = 1 MeV (4.1)

とした。下付きの 0 は初期条件を意味する。調べたい Majoron の質量が 10 MeV 以下であることを考えると、図
3.4より Tν = 50MeV の時期には、Γeff = 100, mϕ = 10 MeV の場合で νν → ϕがちょうど効き始める頃であり、
Majoronはまだ少ないと考えられるので、ここから解き始める。これらの初期条件については、T0ϕ = 1MeV以下
の場合は Neff の値に初期条件の依存性がないことを確認したため、このように選んだ。
Z ′ の質量と結合定数は

mZ′ = 13 MeV, gµ−τ = 5.0 × 10−4 (4.2)

とした。これは gµ − 2 anomalyを解決できるようなパラメータ領域内の値である（図 2.3参照）。
Majoronのパラメータには、質量と Γeff（結合定数）がある。計算するパラメータは

mϕ = 0.05, 0.1, 0.5, 1.0, 5.0, 10.0 [MeV] (4.3)

Γeff = 0.01, 0.1, 1.0, 10, 100 (4.4)

とする。計算の終了条件は、Tγ/Tν が一定になるまでとした。時間発展を計算した結果が図 4.1～図 4.6である。
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図 4.1 mϕ = 0.05 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.2 mϕ = 0.1 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.3 mϕ = 0.5 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.4 mϕ = 1.0 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.5 mϕ = 5.0 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.6 mϕ = 10.0 MeVの場合の温度の発展。

全体を比較してみると、「Γeff が大きいほど Neff も大きくなる」というわけではなく、mϕ が大きくなると、Γeff

が小さいほうが Neff が大きくなる場合もあることがわかる。これは、質量が大きい場合は崩壊する時期が早いこと
と、Γeff が大きい（結合定数が大きい）とそれだけ崩壊するのも早くなるため、ニュートリノが脱結合した後に残っ
ているMajoronの数が減ってしまうためであると考えられる。
図 4.5, 4.6を見ると Neff ≃ 3.4まで大きくなっているが、付録 Eよりほぼ全てが Z ′ によるものだと考えられる。

Majoronが重いため、ニュートリノが脱結合する前に崩壊しきってしまい、Neff を増やせていない。Γeff = 0.01の
場合は結合定数が小さくMajoronの崩壊に時間がかかるため、ニュートリノ脱結合後も少しだけMajoronが残っ
ており、少し Neff を増やすことができている。
目標としている Neff = 3.3 − 3.5を達成するには、おおまかに

• mϕ ≲ 1.0 MeVの場合は Γeff ≲ 0.01 − 0.1程度
• mϕ ∼ O(1 MeV)の場合は、Γeff ≲ 0.01

であればよい。mϕ ≳ 10 MeVでは Neff に寄与しなくなるため、Γeff への制限はつけられない。

4.2 散乱を取り入れる場合

次に散乱を取り入れた場合について述べる。散乱を取り入れた場合と取り入れていない場合で比較したいため、初
期条件は §4.1と同じものを使う。さらに、初期宇宙では散乱過程が大きな寄与をする可能性があるため、発展を解
き始める段階でMajoronが平衡状態になっている場合も計算してみる。よって

T0γ = T0ν = 50 MeV, T0ϕ = 1, 50 MeV (4.5)

の 2通りで計算する。Z ′ や ϕのパラメータは §4.1と同じとする。
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また、簡単のためにMajoronの結合定数 hαβ は全ての成分の絶対値が等しく、|hαβ | = hϕ とする。この場合、

λ2 = tr
(
h†h
)

= 9h2ϕ

⇒ hϕ =
λ

3
(4.6)

となる。

4.2.1 T0ϕ = 1 MeVの場合
時間発展を計算した結果が図 4.7～図 4.12 である。また、§4.1 の Neff との比較をまとめたものが表 4.1～表 4.6

である。
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図 4.7 mϕ = 0.05 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.8 mϕ = 0.1 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.9 mϕ = 0.5 MeVの場合の温度の発展。

10 210 1100101

T  [MeV]

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

T
/T

eff Neff

m = 1.0MeV

0.01  3.46911
0.1    3.62225
1.0    3.90763
10     3.87057
100   3.86413

図 4.10 mϕ = 1.0 MeVの場合の温度の発展。

10 210 1100101

T  [MeV]

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

T
/T

eff Neff

m = 5.0MeV

0.01  3.43949
0.1    3.40021
1.0    3.39982
10     3.39980
100   3.39984

図 4.11 mϕ = 5.0 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.12 mϕ = 10.0 MeVの場合の温度の発展。
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Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.45399 3.45364

0.1 3.50778 3.50757

1.0 3.55920 3.55921

10 3.59129 3.59128

100 3.62928 3.62929

表 4.1 mϕ = 0.05 MeVの場合の Neff

Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.45419 3.45381

0.1 3.50838 3.50838

1.0 3.56193 3.56193

10 3.61269 3.61275

100 3.79043 3.79066

表 4.2 mϕ = 0.1 MeVの場合の Neff

Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.45843 3.45801

0.1 3.53508 3.53453

1.0 3.75503 3.75454

10 4.12994 4.12947

100 4.12709 4.12656

表 4.3 mϕ = 0.5 MeVの場合の Neff

Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.46957 3.46911

0.1 3.62285 3.62225

1.0 3.90820 3.90763

10 3.87105 3.87057

100 3.86469 3.86413

表 4.4 mϕ = 1.0 MeVの場合の Neff

Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.43964 3.43949

0.1 3.40058 3.40021

1.0 3.40027 3.39982

10 3.40026 3.39980

100 3.40025 3.39984

表 4.5 mϕ = 5.0 MeVの場合の Neff

Γeff 散乱なし 散乱あり
0.01 3.39982 3.39927

0.1 3.39943 3.39904

1.0 3.39944 3.39899

10 3.39945 3.39893

100 3.39944 3.39899

表 4.6 mϕ = 10.0 MeVの場合の Neff

Neff の値を比較すると、mϕ ≥ 0.5 MeV では O(10−4) の変化ではあるが散乱ありの方が小さくなることがわか
る。Majoron の崩壊より Z ′ の崩壊のほうがニュートリノへのエネルギー遷移が大きいことを考慮すると、これは
Z ′ν → ϕν̄ があることにより、散乱なしの場合と比べて Z ′ が少なく、Majoronが多くなるため、ニュートリノへの
エネルギー遷移が少なくなったからであると考えられる。
mϕ ≤ 0.1 MeV の場合は散乱を取り入れない場合とほとんど同じ値のものがいくつかあるが、傾向としては Γeff

が小さいと散乱を取り入れたほうが小さくなり、Γeff が大きいと散乱を取り入れたほうが大きくなっている。Neff

の値が小さくなるのは mϕ ≥ 0.5 MeV の場合と同じ理由だと考えられる。Neff が大きくなる原因はMajoronの崩
壊時期に関係していると考えられる。mϕ ≤ 0.1 MeVでは、Majoronが崩壊し始めるのは Tγ ≲ 0.1 MeVと遅くな
る。Γeff が大きいことによりMajoronが多く生成されることと、Majoronの崩壊が遅いことにより、Tϕ > Tν とな
る時期が存在する（図 4.13参照）。この時期に ϕν̄ → Z ′ν によって Z ′ が作られるため、Neff が大きくなったと考え
られる。
散乱過程の有無の比較をまとめると、散乱過程を取り入れても Neff の値は O(10−4)程度の変化であるため、Γeff

への制限は散乱過程なしの場合とほとんど変化しない。よって、Tγ < 50 MeVの時期では散乱過程を取り入れる必
要性は低いと言える。
ただし、散乱過程は今回用いた初期条件の時期より前から存在しているはずで、それを考慮して T0ϕ を決める必
要がある。散乱過程の計算には時間もかかるため、初期条件を決定する際に散乱過程を考えて、時間発展を求める際
は取り入れなくても良い可能性もある。
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図 4.13 mϕ = 0.1 MeV,Γeff = 100の場合の Tϕ/Tν のグラフ。わずかに 1を越えている、つまり Tϕ > Tν と
なる時期が存在する。

4.2.2 T0ϕ = 50 MeVの場合
時間発展を計算した結果が図 4.14～図 4.19である。
T0ϕ = 1 MeV の場合と比較すると、mϕ = 10.0 MeV の場合を除いて Neff の値が大きくなっていることがわか
る。Majoronが多く存在しているところから計算を始めたので、ニュートリノ脱結合前に崩壊が始まっても多くの
Majoronが残ったことが原因であると考えられる。Γeff が大きいほうが Neff が小さくなっていることも根拠の１つ
であり、結合定数が大きいほうが脱結合前までに多く崩壊し、残るMajoronが少なくなるため、Neff が小さくなっ
ている。mϕ = 10.0 MeVの場合は、T0ϕ = 50 MeVから始めても脱結合前にほとんど崩壊していることがわかる。
目標としている Neff = 3.3 − 3.5を達成するには、初期条件の T0ϕ はもっと低い温度である必要があると予測で
きる。Γeff > 100 の場合はここでの結果よりもさらに Neff が小さくなる可能性もあるが、散乱過程なしの場合で
Γeff ≤ 0.1が好ましいという結果になっているので、より大きな Γeff は現実的ではない。よって、T0ϕ はもっと低い
温度が適切で、少なくとも Tγ = 50 MeV の時期には Majoronは平衡状態になっていないことが好ましい。また、
mϕ ≥ 10.0 MeVでは初期条件によらず Neff を増やせないことがわかった。
ただし、今回の計算で用いた Z ′ のパラメータでは、Z ′ のみの寄与で Neff ≃ 3.4まで増えている。Z ′ がより重い
場合を考えると Z ′ の寄与は減ると考えられるので、T0ϕ = 50 MeV でも好ましいパラメータが存在する可能性は
ある。
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図 4.14 mϕ = 0.05 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.15 mϕ = 0.1 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.16 mϕ = 0.5 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.17 mϕ = 1.0 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.18 mϕ = 5.0 MeVの場合の温度の発展。
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図 4.19 mϕ = 10.0 MeVの場合の温度の発展。

5 まとめ
本論文では、繰り込み可能な Lµ−Lτ 模型を用いて、gµ−2 anomalyが解決できるパラメータで Hubble Tension

が緩和できるようなMajoronのパラメータを検証した。また、Z ′ とMajoronの散乱過程がどの程度寄与するのか
について調べた。
この模型では、新しい粒子として U(1)Lµ−Lτ

ゲージボソンの Z ′ とスカラー粒子の Majoron, ϕ が導入される。
初期宇宙において Z ′ とMajoronが同時に存在する場合は、Z ′ν ↔ ϕν̄ といった Z ′ とMajoronの散乱過程が存在
する。この散乱過程を Boltzmann方程式に取り入れて、Neff の値にどの程度寄与するのかを調べた。また、この散
乱過程は中間状態が on-shellになり発散する場合があり、衝突項積分において数学的に発散を取り除く方法を考案
した。
今回はMajoronのパラメータに注目するため、Z ′ のパラメータは固定した。先行研究 [7]で示されている gµ − 2

anomalyを解決できるパラメータの中から、mZ′ = 13 MeV, gµ−τ = 5.0 × 10−4 を選んだ。この Z ′ のみの寄与で
Neff ≃ 3.4 まで大きくなる。Hubble Tension を解決できる Neff の値として、3.3 − 3.5 を目標とした。この場合、
Majoronのパラメータとして好ましいのは、

• mϕ ≲ 1.0 MeV, Γeff ≲ 0.01 − 0.1

• mϕ ∼ O(1 MeV), Γeff ≲ 0.01

となった。また、mϕ ≳ 10.0 MeVでは Neff に寄与しないことがわかった。
Z ′ とMajoronの散乱過程は、Neff に対して O(10−4)の寄与をすることがわかったが、もともと SMの Neff か
ら +0.3～+0.5を目指しているため、時間発展の計算に取り入れる必要性は低いと言える。ただし、本論文で考えた
宇宙よりもさらに高温の宇宙では散乱過程の寄与が大きくなる可能性があるため、初期条件を決める際には考える
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べきであると言える。
今後の研究については、まずはより高温の宇宙において Z ′ とMajoronの散乱過程を考え、T0ϕ を決定すること
を目標としたい。そして Z ′ のパラメータも変化させて、さらなるパラメータの検証を行いたい。また、化学ポテン
シャルの時間発展を求めるには問題があり、それの解決も考えたい（付録 H参照）。
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付録 A Bose, Fermi分布関数
ここでは、Bose, Fermi分布関数の導出を行う。

A.1 Bose分布関数

まず、あるエネルギー Ei の状態数 wi を求める。とりうる状態を Zi 個、粒子数を Ni とする。このとき、

wi =
(Zi +Ni − 1)!

(Zi − 1)!Ni!
(A.1)

となる。ボソンは 1つの状態の粒子数に制限はないため、状態数は Ni 個の球を Zi 個の箱に入れる時の組み合わせ
の総数から計算できる。
wi の iについての総乗を計算することで、全てのエネルギーに対する状態数W を求められる。

W =
∏
i

wi =
∏
i

(Zi +Ni − 1)!

(Zi − 1)!Ni!
(A.2)

系のエントロピー S は、ボルツマンの原理より

S = kB lnW (A.3)

で与えられる。ここで、kB はボルツマン定数である。エントロピーが極大であるときに熱平衡になるので、S が極
大になるような Ni の条件を探す。
ここでは、ラグランジュの未定乗数法を用いる。拘束条件として、

N =
∑
i

Ni = 一定 (A.4)

U =
∑
i

NiEi = 一定 (A.5)

を課す。これにより、

F (Ni, α, β) ≡ lnW − α

(
N −

∑
i

Ni

)
− β

(
U −

∑
i

NiEi

)
(A.6)

を定義する。ただし kB は定数なので省いた。この関数 f が極大になる点は、

∂F (Ni, α, β)

∂Ni
= 0 (A.7)

から求められる。簡単のために、Zi, Ni ≫ 1であると仮定する。この仮定を置くことでスターリングの公式

lnA! ≃ A lnA−A (A≫ 1) (A.8)

を用いることができる。この公式を用いて lnW を変形すると、

lnW = ln

[∏
i

(Zi +Ni − 1)!

(Zi − 1)!Ni!

]

=
∑
i

[ln(Zi +Ni − 1)! − ln(Zi − 1)! − lnNi!]

≃
∑
i

[(Zi +Ni − 1) ln(Zi +Ni − 1) − (Zi − 1) ln(Zi − 1) −Ni lnNi] (A.9)

となる。これより、

∂F (Ni, α, β)

∂Ni
= ln(Zi +Ni − 1) + 1 − lnNi − 1 − α− βEi

= ln
Zi +Ni − 1

Ni
− α− βEi (A.10)
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(A.7)式より、

ln
Zi +Ni − 1

Ni
= α+ βEi

Zi

Ni
+ 1 = eα+βEi

Ni

Zi
=

1

eα+βEi − 1
(A.11)

ここで、Ni ≫ 1より 1/Ni は無視した。左辺は 1つの状態に入る平均粒子数を表している。
あとは α, β を決定すれば良い。エントロピー S の全微分は、熱力学から

TdS = dU + pdV − µdN (A.12)

と表される。ここで、T は温度、U は内部エネルギー、pは圧力、V は体積、µは化学ポテンシャル、N は粒子数を
表す。体積が変化しないとすれば、

TdS = dU − µdN (A.13)

となる。また、(A.3)式の全微分を考えると、

dS = kBd(lnW )

= kB
∑
i

ln
Zi +Ni − 1

Ni
dNi

= kB
∑
i

ln eα+βEidNi

= kBα
∑
i

dNi + kBβ
∑
i

EidNi

= kBαdN + kBβdU (A.14)

と表される。(A.13)、(A.14)式を比較すれば、

α = − µ

kBT
, β =

1

kBT
(A.15)

となる。よって (A.11)式は
Ni

Zi
=

1

e(Ei−µ)/kBT − 1
(A.16)

となる。iが連続的だとすれば
f(E) =

1

e(E−µ)/kBT − 1
(A.17)

となり、これが Bose分布関数である。

A.2 Fermi分布関数

Fermi分布関数については、§A.1と同じ方法で計算できる。フェルミオンは 1つの状態には 1個の粒子しか入れ
ないため、状態数の計算に違いが生じる。
状態数 Zi、粒子数 Ni の場合、Zi 個の状態の中から粒子が入る状態を Ni 個選べば良いので、

wi = Zi
CNi

=
Zi!

Ni!(Zi −Ni)!
(A.18)

となる。当然だが Ni ≤ Zi である。
あとは §A.1と同じなので、計算結果のみ記載する。

∂F (Ni, α, β)

∂Ni
= ln

Zi −Ni

Ni
− α− βEi (A.19)
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となり、(A.7)式より
Ni

Zi
=

1

eα+βEi + 1
(A.20)

α, β は (A.15)式と同じなので、
f(E) =

1

e(E−µ)/kBT + 1
(A.21)

となり、これが Fermi分布関数である。

付録 B 1 + 2 ↔ 3 + 4に対する衝突項（一般論）
ここでは、[18–20]の方法に基づき、1 + 2 ↔ 3 + 4の反応過程に対する衝突項

C[f1] = − 1

2E1
I (B.1)

I ≡
∫
dΠ2dΠ3dΠ4Λ({fi})(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

∑
spins

|M|2 (B.2)

dΠi =
1

(2π)3
d3pi

2Ei
, Λ({fi}) = f1f2(1 ± f3)(1 ± f4) − f3f4(1 ± f1)(1 ± f2) (B.3)

を 4重積分に変形する。
初めに、Lorentz不変な積分測度に対する公式

d3pi

2Ei
= d4piδ(p

2
i −m2

i )Θ(p0i ) (B.4)

を用いて p4 積分を実行することで、

I =

∫
dΠ2dΠ3Λ({fi})(2π)δ(p24 −m2

4)Θ(p04)
∑
spins

|M|2
∣∣
p4=p1+p2−p3

(B.5)

となる。次に、p1 が z 軸を向くような座標系を取ることで、4元運動量を次のように表す。

p1 = (E1, 0, 0,p1) (B.6)

p2 = (E2,p2 sinα cosβ, p2 sinα sinβ, p2 cosα) (B.7)

p3 = (E3,p3 sin θ cosµ, p3 sin θ sinµ,p3 cos θ) (B.8)

p4 = p1 + p2 − p3 (B.9)

ここで、pi = |pi|である。この座標系では、z 軸周りの回転対称性から β もしくは µをゼロに選ぶことができる。
ここでは µ = 0とする。よって、4元運動量は

p1 = (E1, 0, 0,p1) (B.10)

p2 = (E2,p2 sinα cosβ, p2 sinα sinβ, p2 cosα) (B.11)

p3 = (E3,p3 sin θ, 0,p3 cos θ) (B.12)

p4 = p1 + p2 − p3 (B.13)

となる。これより、(B.5)式の µ積分はただちに実行でき、

I =
1

4(2π)4

∫
dp2p2

2

E2

dp3p2
3

E3
Λ({fi})

∫
d cos θd cosα

∫ 2π

0

dβ δ(p24 −m2
4)Θ(p04)

∑
spins

|M|2
∣∣
p4=p1+p2−p3

(B.14)

となる。
残っているデルタ関数を β 積分に用いるために、引数を

f(β) ≡ p24 −m2
4

= m2
1 +m2

2 +m2
3 −m2

4 + 2p1 · p2 − 2p2 · p3 − 2p3 · p1
= ω + 2[p2p3(sinα sin θ cosβ + cosα cos θ) − p1p2 cosα] (B.15)
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とする。ここで、

ω ≡ Q+ 2(γ + p1p3 cos θ) (B.16)

Q ≡ m2
1 +m2

2 +m2
3 −m2

4 (B.17)

γ ≡ E1E2 − E2E3 − E3E1 (B.18)

である。さらに、デルタ関数の公式
δ(f(β)) =

∑
i

1

|f ′(βi)|
δ(β − βi) (B.19)

を用いる。βi は f(β) = 0の解である。f(βi) = 0より、

cosβi = − 1

2p2p3 sinα sin θ
[ω + 2(p2p3 cosα cos θ − p1p2 cosα)] (B.20)

が得られる。よって、βi = ±β0 (0 ≤ β0 ≤ π)という２つの解が存在する。βi = ±β0 のとき、

|f ′(βi)| = | ∓ 2p2p3 sinα sin θ sinβ0|

= |2p2p3 sinα sin θ
√

1 − cos2 β0|

= |2p2p3 sinα sin θ| 1

|2p2p3 sinα sin θ|

×
√

(2p2p3 sinα sin θ)2 − [ω + 2(p2p3 cosα cos θ − p1p2 cosα)]
2

=
√
a cos2 α+ b cosα+ c (B.21)

と表せる。ここで、

a = −4p2
2

(
p2
1 + p2

3 − 2p1p3 cos θ
)

(B.22)

b = 4ωp2(p1 − p3 cos θ) (B.23)

c = 4p2
2p2

3 sin2 θ − ω2 (B.24)

である。
∑

|M|2 の β 依存性は cosβ の形だけなので、β = ±β0 のどちらも同じ寄与になる。よって、β 積分を実
行すると、 ∫ 2π

0

dβ δ(f(β))Θ(p04)
∑
spins

|M|2 =

∫ π

−π

dβ
∑
i

1

|f ′(βi)|
δ(β − βi)Θ(p04)

∑
spins

|M|2

=
2

|f ′(β0)|
Θ(p04)

∑
spins

|M|2
∣∣
β=β0

Θ(sin2 β0) (B.25)

となる。Θ(sin2 β0)は (B.20)式の右辺が [−1, 1]の値を取ることが保証されないため、かけておく必要がある（範
囲外の値を取った場合、sin2 β0 < 0となるため、この形にする）。また、この階段関数は

Θ(sin2 β0) = Θ((2p2p3 sinα sin θ)2 sin2 β0)

= Θ(|f ′(β0)|2)

= Θ(a cos2 α+ b cosα+ c) (B.26)

と書き換えられるので、β 積分の最終結果は∫ 2π

0

dβ δ(f(β))Θ(p04)
∑
spins

|M|2 =
2√

a cos2 α+ b cosα+ c
Θ(p04)

∑
spins

|M|2
∣∣
β=β0

Θ(a cos2 α+b cosα+c) (B.27)

となる。
次に、cos θ, cosα積分に注目する。I を次のように表す。

I =
1

2(2π)4

∫
dp2p

2
2

E2

dp3p
2
3

E3
Λ({fi}) × J (B.28)

J =

∫
d cos θd cosα

1√
a cos2 α+ b cosα+ c

∑
spins

|M|2Θ(a cos2 α+ b cosα+ c)Θ(p04) (B.29)
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cosα積分は、階段関数により a cos2 α+ b cosα+ c > 0となる領域だけが積分値に寄与する。この領域は、(B.22)

式より a ≤ 0であるから、a cos2 α+ b cosα+ c = 0が 2つの実数解を持つ場合である。つまり、

Θ(a cos2 α+ b cosα+ c) = Θ(b2 − 4ac) (B.30)

と置き換えられる。また、積分領域は 2 つの実数解 cosα± = (−b ∓
√
b2 − 4ac)/2a の間になる（cosα± は常に

cosα+ ≤ 1, cosα− ≥ −1である）。よって、

J =

∫
d cos θF ({pi}, cos θ)Θ(b2 − 4ac)Θ(p04) (B.31)

F ({pi}, cos θ) =

∫ cosα+

cosα−

d cosα
1√

a cos2 α+ b cosα+ c

∑
spins

|M|2 (B.32)

と書ける。さらに、F ({pi}, cos θ)は変数変換を行うことでもう少し簡単な形にできる。

F ({pi}, cos θ) =
1√
−a

∫ cosα+

cosα−

d cosα
1√

−(cosα− cosα+)(cosα− cosα−)

∑
spins

|M|2

=
1√
−a

∫ cosα+

cosα−

d cosα
1√

B2 − (cosα−A)2

∑
spins

|M|2 (B.33)

と変形する。ここで、A = (cosα+ + cosα−)/2, B = (cosα+ − cosα−)/2である。そして、

cosα−A = B cosx (B.34)

と変数変換することで、

F ({pi}, cos θ) =
1√
−a

∫ 0

π

dx
−B sinx√

B2 −B2 cos2 x

∑
spins

|M|2

=
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

|M|2 (B.35)

となる。
cos θ 積分は、階段関数により b2 − 4ac > 0となる領域だけが積分値に寄与する。この条件は、

b2 − 4ac = (4p2p3 sin θ)2(a′ cos2 θ + b′ cos θ + c′) > 0 (B.36)

−→ a′ cos2 θ + b′ cos θ + c′ > 0 (B.37)

と書き換えられる。ただし

a′ = −4p2
1p2

3 (B.38)

b′ = −4p1p3(Q+ 2γ + 2p2
2) (B.39)

c′ = 4p2
2(p2

1 + p2
3) − (Q+ 2γ)2 (B.40)

である。a′ ≤ 0より、a′ cos2 θ + b′ cos θ + c′ > 0は a′ cos2 θ + b′ cos θ + c′ = 0が 2つの実数解を持つことに対応
し、積分範囲は実数解

cos θ± = −Q+ 2γ + 2p2
2 ∓ 2p2

√
Q+ 2γ + p2

1 + p2
2 + p2

3

2p1p3
(B.41)

の間の領域になる。ただし、cos θ± は [−1, 1]の値を取ることが保証されないので、積分範囲の上限、下限に気をつ
けると、

J =

∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ F ({pi}, cos θ)Θ(p04) (B.42)

となる。
以上より、I は

I =
1

2(2π)4

∫
dp2p

2
2

E2

dp3p
2
3

E3
Λ({fi})

∫ min(cos θ+,1)

max(cos θ−,−1)

d cos θ
1√
−a

∫ π

0

dx
∑
spins

|M|2Θ(p04) (B.43)

となる。
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付録 C ニュートリノの SM反応過程の粒子数遷移率、エネルギー遷移率
ここでは、ニュートリノの SM反応過程の粒子数遷移率、エネルギー遷移率を導出する。

C.1 ναν̄α ↔ e−e+

§3.2.1の近似 3, 4より全ての粒子を masslessとして扱えるので、衝突項は近似 2を用いると、

Cναν̄α↔e−e+ [fνα
] = − 1

2E1

∫
dΠ2dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

× (fνα
(p1)fν̄α

(p2) − fe−(p3)fe+(p4))
∑
spins

|Mναν̄α↔e−e+ |2

= − 1

2E1

∫
dΠ2

(
e−(p1+p2−2µν)/Tν) − e−(p1+p2)/Tγ

)
×
∫
dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

∑
spins

|Mναν̄α↔e−e+ |2 (C.1)

となる。最後の等号では、最後の等号では、エネルギー保存（積分内の δ(E1 + E2 − E3 − E4)）を用いた。
初めに p3, p4 積分を実行する。この積分を

I =

∫
dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

∑
spins

|Mναν̄α↔e−e+ |2 (C.2)

と置く。I は Lorentz不変なので、積分値は慣性系に依らない。よって、重心系（p1 + p2 = 0, θCM：p1 と p3 の
なす角）を選ぶ。このときMandelstam変数は

s = 4p2
1 (C.3)

t = −2p1 · p3 = −2p2
1(1 − cos θCM) = −1

2
s(1 − cos θCM) (C.4)

u = −2p1 · p4 = −2p2
1(1 + cos θCM) = −1

2
s(1 + cos θCM) (C.5)

となる。これを用いて、振幅の二乗は∑
spins

|Mναν̄α↔e−e+ |2 = 128G2
F

[
g2αL(p1 · p4)(p2 · p3) + g2αR(p1 · p3)(p2 · p4)

]
= 8G2

F s
2
[
g2αL(1 + cos θCM)2 + g2αR(1 − cos θCM)

]
(C.6)

となる。ここで、

gαL =


1

2
(CA + CV + 2) =

1

2
+ sin2 θW (α = e)

1

2
(CA + CV ) = −1

2
+ sin2 θW (α = µ, τ)

(C.7)

gαR =
1

2
(CV − CA) = sin2 θW (α = e, µ, τ) (C.8)

である。gαL がフレーバーによって異なるのは、νeLν̄eR ↔ e−Le
+
R の反応過程のみ、中間状態が W ボソンになる

diagramが存在するためである。よって I は、p1 = p2, p3 = p4 であることを用いると、

I =
1

16π2

∫
d3p3

1

p2
3

1

2
δ(p1 − p3)

∑
spins

|Mναν̄α↔e−e+ |2

=
1

16π
8G2

F s
2

∫ 1

−1

d cos θCM

[
g2αL(1 + cos θCM)2 + g2αR(1 − cos θCM)

]
=

4G2
F (g2αL + g2αR)

3π
s2 (C.9)
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となる。
次に p2積分を実行する。p1が z軸方向を向くような座標系（θ：p1と p2のなす角）を取る。このときMandelstam

変数の sは
s = (p1 + p2)2 = 2p1p2(1 − cos θ) (C.10)

となる。よって

Cναν̄α↔e−e+(p1) = − 1

2p1

∫
dΠ2

(
e−(p1+p2−2µν)/Tν) − e−(p1+p2)/Tγ

)4G2
F (g2αL + g2αR)

3π
s2

= −G
2
F (g2αL + g2αR)

3π3

∫ ∞

0

dp2

(
e−p1/Tνe−p2/Tνe2µν/Tν − e−p1/Tγe−p2/Tγ

)∫ 1

−1

d cos θ(1 − cos θ)2

=
16G2

F (g2αL + g2αR)

3π3
p1

(
T 4
γ e

−p1/Tγ − T 4
ν e

−p1/Tνe2µν/Tν

)
(C.11)

となるので、粒子数遷移率とエネルギー遷移率は

δnνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
8G2

F (g2αL + g2αR)

3π5

∫ ∞

0

dp1p3
1

(
T 4
γ e

−p1/Tγ − T 4
ν e

−p1/Tνe2µν/Tν

)
=

16G2
F (g2αL + g2αR)

π5

(
T 8
γ − T 8

ν e
2µν/Tν

)
(C.12)

δρνα

δt

∣∣∣∣
ναν̄α↔e−e+

=
8G2

F (g2αL + g2αR)

3π5

∫ ∞

0

dp1p4
1

(
T 4
γ e

−p1/Tγ − T 4
ν e

−p1/Tνe2µν/Tν

)
=

64G2
F (g2αL + g2αR)

π5

(
T 9
γ − T 9

ν e
2µν/Tν

)
(C.13)

と表される。

C.2 ναe
± ↔ ναe

±

§C.1と同様に、衝突項は

Cναe±↔ναe± [fνα
] = Cναe−↔ναe− [fνα

] + Cναe+↔ναe+ [fνα
]

= − 1

2E1

∫
dΠ2dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

×
(
e−p1/Tνe−p2/Tγ − e−p3/Tνe−p4/Tγ

)∑
spins

|Mναe−↔ναe− |2 +
∑
spins

|Mναe+↔ναe+ |2


= − 1

2E1

[
e−p1/Tν

∫
dΠ2e

−p2/Tγ

∫
dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

−
∫
dΠ2dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)e−p3/Tνe−p4/Tγ

] ∑
spins

|Mναe±↔ναe± |2

(C.14)

と表せる。ここで、∑
spins

|Mναe±↔ναe± |2 =
∑
spins

|Mναe−↔ναe− |2 +
∑
spins

|Mναe+↔ναe+ |2

= 128G2
F

[
g2αL

(s
2

)2
+ g2αR

(u
2

)2]
+ 128G2

F

[
g2αL

(u
2

)2
+ g2αR

(s
2

)2]
= 128G2

F (g2αL + g2αR)

[(s
2

)2
+
(u

2

)2]
(C.15)

である。
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前半の積分は、§C.1と同様に計算できる。

I1 =

∫
dΠ3dΠ4(2π)4δ(4)(p1 + p2 − p3 − p4)

∑
spins

|Mναe±↔ναe± |2 (C.16)

と置くと、重心系を取れるので、

I1 =
1

16π
32G2

F (g2αL + g2αR)

∫ 1

−1

d cos θCM

[
s2 +

s2

4
(1 + cos θCM)2

]
=

16G2
F (g2αL + g2αR)

3π
s2 (C.17)

となる。そして p1 を z 軸方向に取ると、

(C.14式前半) = −4G2
F (g2αL + g2αR)

3π3
p1e

−p1/Tν

∫ ∞

0

dp2p3
2e

−p2/Tγ

∫ 1

−1

d cos θ(1 − cos θ)2

= −64G2
F (g2αL + g2αR)

3π3
p1T

4
γ e

−p1/Tν (C.18)

となる。
後半の積分については、分布関数にも p3, p4 積分がかかるため、§C.1の方法は使えない。そのため、付録 Bの方
法を用いる必要がある。

p1 が z 軸を向くような座標系を取り、運動量を次のように表す。

p1 = (p1, 0, 0,p1) (C.19)

p2 = (p2,p2 sinα cosβ, p2 sinα sinβ, p2 cosα) (C.20)

p3 = (p3,p3 sin θ, 0,p3 cos θ) (C.21)

p4 = p1 + p2 − p3 (C.22)

このときMandelstam変数は

s = 2p1 · p2 = 2p1p2(1 − cosα) (C.23)

t = −2p1 · p3 = −2p1p3(1 − cos θ) (C.24)

u = −s− t = −2p1p2(1 − cosα) + 2p1p3(1 − cos θ) (C.25)

となる。uは s+ t+ u =
∑
mi = 0を用いた。これより、∑

spins

|Mναe±↔ναe± |2 = 128G2
F (g2αL + g2αR)

[
p2
1p2

2(1 − cosα)2 + (−p1p2(1 − cosα) + p1p3(1 − cos θ))
2
]

= 256G2
F (g2αL + g2αR)p2

1

[
p2
2 cos2 α+ p2(−2p2 + p3(1 − cos θ)) cosα

+ p2(p2 − p3(1 − cos θ)) +
1

2
p2
3(1 − cos θ)2

]
(C.26)

となる。これを用いると、(B.32)式は

F ({pi}, cos θ) = 256G2
F (g2αL + g2αR)p2

1

π√
−a

[
p2
2

3b2 − 4ac

8a2
+ p2(−2p2 + p3(1 − cos θ))

−b
2a

+ p2(p2 − p3(1 − cos θ)) +
1

2
p2
3(1 − cos θ)2

]
(C.27)

となる。ただし、 ∫ β

α

dx
1√

ax2 + bx+ c
=

π√
−a

(C.28)

∫ β

α

dx
x√

ax2 + bx+ c
=

π√
−a

−b
2a

(C.29)

∫ β

α

dx
x2√

ax2 + bx+ c
=

π√
−a

3b2 − 4ac

8a2
(C.30)
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を用いた（α, β (α < β)は ax2 + bx+ c = 0 (a < 0)の解）。また、(B.3)式の Λ({fi})は

Λ({fi}) = e−p3/Tνe−p4/Tγ

= e−p3/Tνe−(p1+p2−p3)/Tγ (C.31)

= e−p1/Tγe−p2/Tγe−p3(Tγ−Tν)/TγTν (C.32)

と書き直せる。よって、

(C.14式後半) =
256G2

F (g2αL + g2αR)

2p1 2(2π)4
p2
1πe

−p1/Tγ

∫ ∞

0

dp2

∫ p1+p2

0

dp3

∫ 1

max(cos θ−,−1)

d cos θ

× p2e
−p2/Tγ p3e

−p3(Tγ−Tν)/TγTν
1√
−a

[
p2
2

3b2 − 4ac

8a2
+ p2(−2p2 + p3(1 − cos θ))

−b
2a

+ p2(p2 − p3(1 − cos θ)) +
1

2
p2
3(1 − cos θ)2

]
=

4G2
F (g2αL + g2αR)

π3
p1e

−p1/Tγ
4T 2

γT
2
ν

p3
1(Tν − Tγ)3

e−p1/Tν
[
−ep1/TνT 2

γ {p2
1(Tγ − Tν)2

+ 2p1Tγ(Tγ − Tν)2 + 2T 2
γ (2T 2

γ − 2TγTν + T 2
ν )} + 2ep1/TγT 2

γ {p2
1(Tγ − Tν)2

+ p1Tν(2T 2
γ − 3TγTν + T 2

ν ) + T 2
ν (2T 2

γ − 2TγTν + T 2
ν )}
]

(C.33)

となる。
以上より衝突項は

Cναe±↔ναe±(p1) =
16G2

F (g2αL + g2αR)T 2
γ

3p2
1π

3(Tν − Tγ)3
e−p1/Tν

[
−6
(
−1 + ep1(1/Tν−1/Tγ)

)
T 2
γT

4
ν (2T 2

γ − 2TγTν + T 2
ν )

+ 4p3
1T

2
γ (Tγ − Tν)3 + 3p2

1T
2
ν (Tγ − Tν)2

(
2T 2

γ − ep1(1/Tν−1/Tγ)T 2
ν

)
+ 6p1TγT

3
ν (Tγ − Tν)

{
2T 2

γ −
(

1 + ep1(1/Tν−1/Tγ)
)
TγTν + ep1(1/Tν−1/Tγ)T 2

ν

}]
(C.34)

となり、遷移率は
δnνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

= 0 (C.35)

δρνα

δt

∣∣∣∣
ναe±↔ναe±

=
112G2

F (g2αL + g2αR)

π5
T 4
γT

4
ν (Tγ − Tν) (C.36)

となる。粒子数遷移率が 0になるのは、ναe± ↔ ναe
± の反応では粒子数が変化しないためである。

C.3 ν̄αe
± ↔ ν̄αe

±

ニュートリノを masslessとして扱う場合、計算上は粒子・反粒子の違いはない。そのため、ν̄αe± ↔ ν̄αe
± に対

する遷移率は、ναe± ↔ ναe
± に対する遷移率と同じである。よって

δnν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

= 0 (C.37)

δρν̄α

δt

∣∣∣∣
ν̄αe±↔ν̄αe±

=
112G2

F (g2αL + g2αR)

π5
T 4
γT

4
ν (Tγ − Tν) (C.38)

となる。

付録 D 崩壊・逆崩壊過程の粒子数遷移率、エネルギー遷移率
ここでは、崩壊・逆崩壊過程の粒子数遷移率、エネルギー遷移率の一般形を導出する。粒子種 a（温度 Ta、化学
ポテンシャル µa）と粒子種 i, j（温度 T、化学ポテンシャル µ）の a ↔ i + j という反応を考える。衝突項では
Maxwell-Boltzmann分布を用いる。
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a↔ i+ j に対する衝突項は

Ca↔i+j [fa] = − 1

2EaSij

∫
dΠidΠj(2π)4δ(4)(pa − pi − pj)

∑
spins

|Ma↔i+j |2

× [fa(1 ± fi)(1 ± fj) − fifj(1 ± fa)] (D.1)

である。ここで、Sij は対称性因子で、

Sij =

{
2 i = j
1 i ̸= j

(D.2)

である。iと j が同じ粒子種だった場合の二重勘定を防ぐために必要である。
分布関数は Maxwell-Boltzmann 分布を用いるので、1 ± f ≃ 1 と近似できるとする。分布関数の部分に注目す
ると、

fa − fifj = e−(Ea−µa)/Ta − e−(Ei−µ)/T e−(Ej−µ)/T

= e−(Ea−µa)/Ta − e−(Ei+Ej−2µ)/T

= e−(Ea−µa)/Ta − e−(Ea−2µ)/T (D.3)

と変形できる。最後の等号では、エネルギー保存（積分内の δ(Ea −Ei −Ej)）を用いた。この変形により分布関数
は積分の外に出すことができ、

Ca↔i+j(pa) = −gama

Ea

(
e−(Ea−µa)/Ta − e−(Ea−2µ)/T

)
× 1

2gamaSij

∫
dΠidΠj(2π)4δ(4)(pa − pi − pj)

∑
spins

|Ma↔i+j |2

= −gamaΓa

Ea

(
e−(Ea−µa)/Ta − e−(Ea−2µ)/T

)
(D.4)

となる。ただし、ga は粒子種 aの自由度、Γa は粒子種 aの崩壊幅である。
これより、a↔ i+ j に対する粒子数遷移率、エネルギー遷移率は、

δna

δt

∣∣∣∣
a↔i+j

=

∫
d3pa
(2π)3

Ca↔i+j(pa)

=
gamaΓa

2π2

∫ ∞

0

dpa
p2
a

Ea

(
e−(Ea−2µ)/T − e−(Ea−µa)/Ta

)
=
gam

2
aΓa

2π2

[
Te2µ/TK1

(ma

T

)
− Tae

µa/TaK1

(
ma

Ta

)]
(D.5)

δρa
δt

∣∣∣∣
a↔i+j

=

∫
d3pa
(2π)3

EaCa↔i+j(pa)

=
gamaΓa

2π2

∫ ∞

0

dpap2
a

(
e−(Ea−2µ)/T − e−(Ea−µa)/Ta

)
=
gam

3
aΓa

2π2

[
Te2µ/TK2

(ma

T

)
− Tae

µa/TaK2

(
ma

Ta

)]
(D.6)

となる。ただし、K1,K2 は第 2種変形 Bessel関数である。

付録 E Z ′ のみが存在する場合の Neff

ここでは、Z ′ のみが存在する場合に、温度の時間発展が SMと比較してどのように変わるのかをみる。簡単のた
め、§3.2.1の近似と、化学ポテンシャルを無視する近似のもとで解く。その場合、Z ′ の遷移率に関わる反応過程は
Z ′ ↔ e−e+ のみになる。なぜなら、化学ポテンシャルを無視する場合、(3.77)式より Z ′ ↔ νν̄ の遷移率はゼロに
なるからである。
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10 210 1100101

T  [MeV]

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

1.40
T

/T
Neff

mZ ′ = 13.0MeV, g = 5.0 × 10 4

Z ′ only  3.39944
SM        3.04292

図 E.1 Z′ のみが存在する場合（赤色）と、SMで計算した場合（青色）の時間発展の様子。
SMの Neff = 3.04292 ≃ 3.043は、より厳密に計算した Neff = 3.044 [6]とよく一致している。

Z ′ に関するパラメータは本論文で用いた値で、

mZ′ = 13.0 MeV, gµ−τ = 5.0 × 10−4 (E.1)

とする。この場合、時間発展方程式は

Z ′ のみが存在する場合

dTγ
dt

= −
(
∂ργ
∂Tγ

+
∂ρe
∂Tγ

)−1[
4Hργ + 3H(ρe + Pe) +

δρν
δt

+
δρZ′

δt

]
(E.2)

dTν
dt

= −
(
∂ρZ′

∂Tν
+
∂ρν
∂Tν

)−1[
3H(ρZ′ + PZ′) + 4Hρν − δρZ′

δt
− δρν

δt

]
(E.3)

SMの場合

dTγ
dt

= −
(
∂ργ
∂Tγ

+
∂ρe
∂Tγ

)−1[
4Hργ + 3H(ρe + Pe) +

δρν
δt

]
(E.4)

dTν
dt

= −
(
∂ρν
∂Tν

)−1[
4Hρν − δρν

δt

]
(E.5)

となる。この時間発展方程式を解いた結果が図 E.1である。
SMの場合と比較して大きく異なるのは、ニュートリノの脱結合の時期である。Z ′ が存在する場合は、ニュート
リノの脱結合が Tγ ≃ 0.5 MeVまで遅くなる。これは、Z ′ ↔ e−e+ が存在することで、SMの反応過程は平衡状態
が切れているが、Z ′ → νν̄ → e−e+ → Z ′ という一連の反応により、Z ′, ν の熱浴と γ, e± の熱浴の間で平衡状態が
達成されているためである。Tγ ≃ 0.5 MeVよりも低い温度になると、電子・陽電子対消滅が始まり Z ′ を生成でき
なくなるため、このあたりで上記の平衡が切れてニュートリノが脱結合する。
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付録 F 熱力学量
ここでは、温度と化学ポテンシャルの時間発展方程式の中に現れる熱力学量の計算式をまとめる。内部自由度を

g、粒子の質量をm、温度を T、化学ポテンシャルを µとする。また、積分変数は無次元化しておく。

F.1 Fermi-Dirac分布

n =
g

2π2
T 3

∫ ∞

m/T

dx
x
√
x2 −m2/T 2

ex−µ/T + 1
(F.1)

ρ =
g

2π2
T 4

∫ ∞

m/T

dx
x2
√
x2 −m2/T 2

ex−µ/T + 1
(F.2)

P =
g

6π2
T 4

∫ ∞

m/T

dx
(x2 −m2/T 2)3/2

ex−µ/T + 1
(F.3)

∂n

∂T
=

g

2π2
T 2

∫ ∞

m/T

dx x
√
x2 −m2/T 2

x−m/T

4
cosh−2

(
x− µ/T

2

)
(F.4)

∂ρ

∂T
=

g

2π2
T 3

∫ ∞

m/T

dx x2
√
x2 −m2/T 2

x−m/T

4
cosh−2

(
x− µ/T

2

)
(F.5)

∂n

∂µ
=

g

2π2
T 2

∫ ∞

m/T

dx x
√
x2 −m2/T 2

1

2

[
cosh

(
x− µ

T

)
+ 1
]−1

(F.6)

∂ρ

∂µ
=

g

2π2
T 3

∫ ∞

m/T

dx x2
√
x2 −m2/T 2

1

2

[
cosh

(
x− µ

T

)
+ 1
]−1

(F.7)

masslessの場合

n = −gT
3

π2
Li3(−y) (F.8)

ρ = −g 3T 4

π2
Li4(−y) (F.9)

P =
ρ

3
(F.10)

∂n

∂T
= g

T

π2
[µLi2(−y) − 3TLi3(−y)] (F.11)

∂ρ

∂T
= g

3T 2

π2
[µLi3(−y) − 4TLi4(−y)] (F.12)

∂n

∂µ
= −gT

2

π2
Li2(−y) (F.13)

∂ρ

∂µ
= −g 3T 3

π2
Li3(−y) (F.14)

ただし、y = eµ/T、Lis(z)は多重対数関数である。

masslessかつ µ = 0の場合

n = g
3

4

ζ(3)

π2
T 3 (F.15)

ρ = g
7

8

π2

30
T 4 (F.16)

P =
ρ

3
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∂n
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3n

T
(F.18)

∂ρ

∂T
=

4ρ

T
(F.19)
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F.2 Bose-Einstein分布
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g

2π2
T 3

∫ ∞

m/T

dx
x
√
x2 −m2/T 2

ex−µ/T − 1
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masslessの場合

n = g
T 3

π2
Li3(y) (F.27)

ρ = g
3T 4

π2
Li4(y) (F.28)

P =
ρ

3
(F.29)
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T
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Li2(y) (F.32)

∂ρ
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3T 3
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Li3(y) (F.33)

ただし、y = eµ/T、Lis(z)は多重対数関数である。

masslessかつ µ = 0の場合

n = g
ζ(3)

π2
T 3 (F.34)

ρ = g
π2

30
T 4 (F.35)

P =
ρ

3
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∂n
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3n

T
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∂ρ

∂T
=

4ρ

T
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付録 G VEGAS法
ここでは、散乱過程の遷移率の計算で用いた VEGAS法について解説する。VEGAS法のアルゴリズム等につい
ては [21]に詳しく書かれているため、主にプログラム内でどのように用いたか、VEGAS法を使っていて気づいた
ことなどを解説する。

VEGAS法はモンテカルロ積分の手法の１つである。モンテカルロ積分というのは、乱数を用いる積分手法であ
る。VEGAS法を簡単に説明すると、

1. 積分変数に対して乱数を振り、被積分関数の期待値を計算する。
2. 期待値が大きい部分に乱数の分布を偏らせ、新しい乱数の分布を作る。
3. 新しい分布で積分変数に乱数を振り、被積分関数の期待値を計算する。
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という作業を繰り返し行なう。乱数の分布を偏らせていくのがポイントで、積分結果に大きく寄与する部分に乱数
が集まるため、積分値が正確に得られる。

運動量積分のような無限大の積分区間がある場合は、無限大の範囲に乱数を振るのは不可能なため、変数変換を用
いて積分範囲を有限にする必要がある。今回行った変数変換は、元の積分変数を p、変換後を xとして、

積分範囲：0から∞ ⇒ p =
1 − x

x
(x：1から 0) (G.1)

積分範囲：−∞から∞ ⇒ p =
x

1 − x2
(x：−1から 1) (G.2)

というものである。ごく稀に分母が正確に 0になってしまい、0割りでエラーになってしまうことがある。（このよ
うなエラーが出ない変数変換を思いついたら是非教えていただきたい。）

VEGAS法では、乱数が積分に大きく寄与する部分に集まるように乱数の確率分布が更新されていく。そのため、
鋭いピークを持つような関数の場合は工夫したほうが良い場合もある。例えば、被積分関数を次のように書き直せ
るか考えてみる。 ∫ b

a

dx [f(x) + g(x)] (G.3)

ここで、f(x)が鋭いピークを持つ部分で、g(x)がそれ以外のなだらかな部分の関数である。このように書き直すこ
とができるのであれば、f(x)の積分と g(x)の積分という形で２つに分けるほうがよいと考えられる（ただし計算時
間との相談にはなる）。
f(x) + g(x)のまま積分することを想定すると、f(x)は鋭いピークを持つため、そのピークの周りに乱数が偏るよ
うに分布が更新されていく。しかし、例えばそのピークの周りでの g(x)の値が大きな寄与をしないとすると、偏っ
た分布での g(x)の積分は正確ではないと推測される。さらに、分布の更新が g(x)にも引っ張られてしまい、f(x)

の積分にも最適な分布ではなくなってしまう。そのため、余分に計算時間がかかってしまうが、f(x)と g(x)で別々
の積分を用意したほうが正確な値が得られるはずである（余分な時間を極力減らすために計算の並列化を推奨する）。
本論文で行った計算では、Z ′ν ↔ ϕν̄ の u-channelダイアグラムが鋭いピークを持つ関数だったので、s-channelダ
イアグラムの積分と u-channelダイアグラムの積分は別々のプログラムで計算して、後で足し合わせるようにして
いる。

§3.4で述べた 4元運動量の割り当ては、§3.5の計算に適するように割り当てている。具体的には、X が cosαに
依存すると、運動量の積分を X の積分に直すのが困難になるため、k · p′ が cosαに依存しないように割り当てた。
しかし、s-channelや Z ′ϕ ↔ νν の場合は発散はないので、u-channelの場合とは異なる割り当て方をした。最終的
な積分に関わらない p4 に質量を持った粒子を割り当てると、積分の中の数式が多少簡単になる。例えば Z ′ν ↔ ϕν̄

の s-channelで Z ′ に注目する場合、

(p1, p2, p3, p4) = (pZ′ , pνα
, pν̄β

, pϕ) (G.4)

としている。ただし計算時間が目に見えるレベルで変わるなどの差はないと思われる。

付録 H 化学ポテンシャルの時間発展における問題点
化学ポテンシャルの時間発展方程式は §3.2.2で導出した。温度と化学ポテンシャルの時間発展方程式にするため
に行なった変数変換は

(ρ, n) → (T, µ) (H.1)

というものであった。しかし非相対論的な粒子の場合、ρ = mnという関係式が成り立つ。つまり ρと nが独立で
はなくなってしまっている。このことによって、変数変換におけるヤコビアンが 0になってしまうという問題が起
きる。つまり時間発展方程式の右辺にある det J が０になり、右辺が発散してしまう。何らかの解決方法を考える必
要がある。
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