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概 要

1970年代に体系化された素粒子標準模型は、それまでに見つかった現象を非常によ
く説明するものであり、多くの実験で精密に検証されてきた。その一方で、現在までに
この模型では説明することのできない事象や理論的な限界も複数見つかっており、標準
模型を超えた理論の構築が試みられている。そうして拡張された枠組みの中で提唱さ
れている予言の一つが、レプトンフレーバー対称性の破れ (Lepton Flavor Violation,
LFV)である。1998年にニュートリノ振動が発見されたことにより、LFVは必須で
あることが実証されたが、荷電レプトンに対する LFV(Charged LFV, CLFV)は未だ
観測されておらず、盛んに探索が行われている。CLFV探索実験のためには荷電レプ
トンを多く生成する必要があるため、ミューオンを用いた実験が主流となっている。
その中でもミューオン原子を用いたCLFV探索は、自由ミューオンを用いた場合には
探索できない種類の相互作用への感度があることや、電子のみの明確なシグナルが得
られやすいこと、そして原子核の選び方によって遷移確率を上昇させることができる
などの利点を持っている。このミューオン原子を用いたCLFV探索実験は、日本でも
実験開始に向けて準備が進められている。
ミューオン原子を用いた CLFV探索で主な背景事象となるのは、ミューオンの原

子軌道上での崩壊 (Decay In Orbit, DIO)である。このDIOスペクトルの精密計算は
不可欠であり、いくつかの補正を取り入れた計算がなされてきた。しかし、将来実験
で測定精度が向上すれば、より精密なスペクトルの計算が必要となる。本研究では、
この計算においてこれまで取り扱いが明確でなかった原子核の質量を考慮する必要性
を議論し、放射補正を取り入れたうえでスペクトルの精密計算を行った。
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1 序論

1.1 レプトンフレーバー対称性

素粒子の標準模型に含まれるレプトンは、荷電粒子である電子 (e)、ミュー粒子 (または
ミューオン, µ)、タウ粒子 (またはタウオン, τ)、そしてそれぞれの対となるニュートリノ
(電子ニュートリノ νe, ミューニュートリノ νµ, タウニュートリノ ντ )の 6種類であり、こ
れらは異なるフレーバーを持つと表現される。電子、ミュー粒子、タウ粒子及びそれらの
対のニュートリノは、それぞれ第一世代、第二世代、第三世代に属しており、世代に対応
する量子数としてレプトンフレーバー数 (Le, Lµ, Lτ )が表 1のように定義される。慣例と
して、粒子に対しては正、反粒子に対しては負のレプトンフレーバー数を割り当てる。レ
プトン以外の粒子については 0が割り当てられる。

表 1: レプトンフレーバー数

e−, νe µ−, νµ τ−, ντ e+, ν̄e µ+, ν̄µ τ+, ν̄τ

Le +1 0 0 -1 0 0

Lµ 0 +1 0 0 -1 0

Lτ 0 0 +1 0 0 -1

3つの荷電レプトンは性質がよく似ているが、その質量は大きく異なっており、それぞれ
me = 0.511MeV, mµ = 106MeV, mτ = 1777MeVである。この理由は未だ解明されてお
らず、標準模型では説明することのできない謎の一つとなっている。質量の大きいミュー
粒子とタウ粒子は、弱い相互作用によってより軽い粒子へと崩壊する。例として、ミュー
粒子の崩壊モードの中でほとんどの割合を占めるMichel崩壊は

µ− → e−ν̄eνµ (1.1)

という過程であり、始状態と終状態でレプトンフレーバー数が保存している。一方でミュー
粒子が電子と光子に崩壊する過程

µ− → e−γ (1.2)

を考えると、始状態では Lµ = 1, Le = 0に対して終状態では Lµ = 0, Le = 1となってお
り、それぞれの世代に対するレプトンフレーバー数は保存しない。標準模型の枠組みにお
いては、このようにレプトンフレーバー数が始状態と終状態で異なるような遷移は禁止さ
れる。
レプトンフレーバー対称性の概念は 1960年代に生まれた。パリティ保存則の破れの発

見後、弱い相互作用を仲介する荷電ベクトルボソンの存在が提案された (Feynman and

Gell-Mann, 1958)が、そのようなボソンが存在すれば µ+ → e+γ の崩壊分岐比が 10−4

となり、当時の実験による制限 B(µ → eγ) < 2 × 10−5 と整合しないことが指摘された
(Feinberg, 1958)。しかしこの矛盾は、電子ではなくミュー粒子と対になる第 2のニュート
リノを導入することにより解決され (Nishijima, 1957; Schwinger, 1957)、このニュートリ
ノ仮説は 1962年に Brookhaven National Laboratory (BNL) で実験的にも確かめられた
(Danby et al.)。このことからそれぞれの世代に対応したレプトンフレーバー数Le, Lµ, Lτ

が導入され、それぞれが独立に保存するという概念が生まれた。
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素粒子の標準模型は 1961年に Glashowによって提案された SU(2)×U(1)ゲージ理論
を基に体系化された。この理論はくりこみ可能であり、それまでの多くの実験と無矛盾で
あったことから、少なくとも我々の扱えるエネルギースケールにおいては非常に成功した
理論であると言える。標準模型において、レプトンフレーバーが保存する積極的な動機や
根拠は存在しないが、最も単純な模型である、1つのヒッグス 2重項と質量が 0のニュー
トリノを仮定した場合は、ゲージ不変性とラグランジアンのくりこみ可能性からレプトン
フレーバーの保存則が自動的に表れる。
しかし 1998年、太陽ニュートリノ及び大気ニュートリノに関して、ニュートリノが異

なる世代間で移り変わる現象 (ニュートリノ振動)が発見されたことによって、ニュート
リノがゼロではない質量を持っていること、そしてレプトンフレーバー対称性が破れる
(Lepton Flavor Violation, LFV)過程が存在することが実証された。ただし、標準模型に
おいて有限のニュートリノ質量を仮定すると荷電レプトンに対しても LFVが引き起こさ
れる可能性は出てくるが、µ→ eγの例を考えると

B(µ→ eγ) =
Γ(µ+ → e+γ)

Γ(µ+ → e+νeν̄µ)

=
3α

32π

∑
i=2,3

∣∣∣∣U∗
µiUei

m2
i1

m2
W

∣∣∣∣2 < 10−54 (1.3)

(ただし Uij は PMNS行列、m2
ij は異なるニュートリノ i, jの質量二乗差)となっているよ

うに、崩壊分岐比は極めて小さい。これは現在の実験で観測できるようなものではなく、
荷電レプトンに対する LFV(Charged Lepton Flavor Violation, CLFV)が未だ見つかって
いないことは標準模型と無矛盾であると言える。

図 1: 中間状態のニュートリノ振動による CLFV過程。この崩壊分岐比は極めて小さい。

一方、標準模型では説明することのできない現象や理論的な限界が複数発見されたこと
によって、標準模型を超えた理論の構築が試みられている。それらの新たな枠組みの下で
はレプトンフレーバー対称性の破れを引き起こす種がいくつも存在し、実際に多くの拡張
理論において観測可能な大きさの CLFVが予言されている。しかし CLFVは未だ発見さ
れた報告がなく、現在も盛んに探索が行われている。
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1.2 CLFV探索

LFV探索の歴史は、1937年に宇宙線の中から 2番目のレプトンであるミューオンが発
見されたことに始まる (Neddermeyer and Anderson[1])。当初は、湯川の予言した中間子
の質量に近いことから強い相互作用を媒介する粒子であると考えられたが、後にこの粒子
は強い相互作用をせず、したがって湯川の π中間子ではないことが実証された。その後、
ミューオンは質量を除いて性質がほぼ同じである電子に崩壊すると考えられ、µ → eγの
崩壊モードの存在が予想された。この過程は運動量や角運動量、電荷などの保存則の観点
からは禁止されない。最初の探索は 1947年にHincks, Pontecorvoによって宇宙線ミュー
オンを用いて行われ、その崩壊分岐比は 10%以下であることが確認された。これが事実上
の LFV探索の始まりである。
1948年には、ミューオンが電子と 2つの中性粒子へと 3体崩壊することを示唆する電子

の連続スペクトルが確認された (Steinberger, 1948)。その後すぐに、原子核によるニュー
トリノを放出しないミューオン捕獲 (µ−N → e−N)の探索も行われたが、発見されるこ
とはなかった (Lagarrigue and Peyrou, 1952)。
CLFV探索実験のためには荷電レプトンを多く生成する必要があるが、加速器によっ

て人工的にミューオンビームが生成されるようになったことで、探索は飛躍的に進歩し
ていった。大量に生成することができ、比較的寿命の長い粒子であるミューオンを用いた
CLFV探索は現在も主流となっており、いくつかの崩壊過程が提案されている。一般に、
CLFVを引き起こすメカニズムは 2種類あり、光子交換型の長距離相互作用と光子を伴わ
ない短距離相互作用に分類される。自由ミューオンの崩壊 µ+ → e+γは、長距離相互作用
に対しては感度があるが短距離相互作用では引き起こされない。また、終状態に光子を含
むため測定精度の問題がある。これに対して、3体崩壊 µ+ → e+e+e−や、ミューオン原
子を利用した µ−N → e−N(µ− e conversion)、µ−e− → e−e−の崩壊過程は短距離相互作
用に対する感度があり、µ+ → e+γに比べると小さいが長距離相互作用への感度も持つ。
また、電子のみの明確なシグナルが得られやすく、高い測定精度での実験が期待できる。
さらに、ミューオン原子を用いた CLFV探索においては、原子番号 Z の大きな原子核を
用いることで遷移確率を上昇させることができるといった利点も挙げられる。

図 2: 2種類のCLFV相互作用。【左】長距離相互作用 (光子交換)過程、【右】短距離相互
作用過程
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1.3 Decay In Orbit

CLFV探索実験のうち、ミューオン原子を用いた µ−N → e−N(µ − e conversion)や
µ−e− → e−e−では、Michel崩壊による原子軌道上のミューオンの崩壊 (Decay In Orbit,

DIO)が主なバックグラウンドとなる。エネルギー保存則より、µ− e conversionではmµ

程度のエネルギーを持つ電子が 1つ、µe→ eeではmµ/2程度の電子が 2つ放出されるた
め、それらのエネルギー付近でバックグラウンドとなる電子のエネルギースペクトルを精
密に計算する必要がある。
1987年に渡辺らによってDIOの電子スペクトルが計算されたが、このときミューオン

の質量としては換算質量が用いられた [10]。その後、Shankerによって原子核の反跳によ
る補正を取り入れた計算がなされ [11][12]、2016年には放射補正を含めた計算が Szafron,

Czarneckiによってなされた [14]。ただし、これらの計算では通常のミューオン質量が用
いられた。
本論文では、ミューオンの質量や原子核の反跳の取り扱いを明確にし、より精密なDIO

スペクトルの計算を目的とする。以下では、2章でミューオン原子におけるDIOについて
説明し、3章と 4章でそれぞれレプトン波動関数、DIO崩壊率の定式化を行う。その後、
5章で結果を示す。

2 ミューオン原子の崩壊

2.1 ミューオン原子

物質中に µ−を停止させると、原子核とのCoulomb相互作用によってミューオンは電気
的に束縛される。これがミューオン原子であり、通常の原子において一つの電子をミュー
オンに置き換えたものになっている。原子核に束縛されたばかりのミューオンは、一般に
は励起状態にあるが、電子における Pauliの排他律が適用されないため、オージェ電子や
光子を放出して速やかに 1S状態へ遷移する。
ミューオンの質量はmµ = 105.6583745(24)MeVであり、電子に比べて約 207倍重い。

つまり Bohr半径は電子の 1/207であり、束縛されたミューオンは原子核のかなり近くに
局在することになる。したがって、ミューオンの波動関数は原子核の電荷分布などの詳細
による影響を受ける。また、原子核の持つ有限な質量は電子に対してはほとんど影響を及
ぼさないが、特に Z が小さい場合にはミューオンの波動関数に影響する。

2.2 軌道上での崩壊

原子軌道上では、ミューオンの通常のMichel崩壊 µ− → e−n̄ueνµに加えて、原子核中
の陽子によるミューオン捕獲 µ− + p → νµ + nも起こる。ミューオン捕獲による崩壊率
ΓcとMichel崩壊による崩壊率 Γdを用いて、原子軌道上にあるミューオンの崩壊率は

Γt = Γc +QΓd (2.1)

と表される。ここでQはHuff因子と呼ばれるもので、自由ミューオンに対して束縛ミュー
オンのMichel崩壊が変化する効果を表している。
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まず、ミューオン捕獲による崩壊率 Γcについて考える。原子核を点電荷と仮定すれば、
原子番号 Z が大きいほどミューオンの軌道半径は Z−1に比例して小さくなり、波動関数
の原点での値は Z3で大きくなる。また、ミューオン捕獲に関与することのできる陽子の
数もZに比例して増えるため、ΓcはZ4に比例すると考えられる。ただし、実際の原子核
は有限な広がりを持っており、ミューオンの波動関数はその内側に入り込んでいるため、
次の実効的な陽子数 Zeff を用いるのがよい [15][16]。

Zeff = Z

[∫
d3r |ψµ(r)|2D(r)

]1/4
(2.2)

ここで、ψµ(r)は 1Sミューオンの波動関数、D(r)は原子核における陽子の密度関数であ
る。また、一般に原子核は中性子の数が陽子の数よりも多いため、Pauliの排他律によっ
て陽子から中性子への遷移が制限される。これによってミューオン捕獲が抑制される効果
を考慮すると、崩壊率 Γcは

Γc = Z4
effX1

[
1−X2

(
A− Z

2A

)]
(2.3)

と書き表すことができる [19]。ここでX1は水素原子核に対する陽子のミューオン捕獲反
応率、X2は中性子の排他律による崩壊率減少の効果を表しており、それぞれの値は

X1 = 170s−1, X2 = 3.125 (2.4)

である。
次に、Michel崩壊と同じメカニズムで束縛ミューオンが崩壊することを考える。一般に

Huff因子Qは 1より小さく、自由ミューオンの場合よりも崩壊率は小さくなる。このとき
崩壊率が変わる理由は、次の 3つの効果によるものと考えられる。まず一つ目は、ミュー
オンの束縛エネルギーによって終状態の位相空間が狭まる効果で、これによって崩壊率は
小さくなる。二つ目は、原子核のクーロンポテンシャルによりミューオンと電子の波動関
数が内側に引き寄せられ、波動関数の重なりが大きくなる効果である。この効果は崩壊率
の上昇をもたらすが、電磁ゲージ対称性のために一つ目の効果とほとんど打ち消しあう
[17][18]。三つ目に、束縛されているミューオンが平均速度Zαで運動していることによっ
て相対論的な時間の遅れが生じ、崩壊率が小さくなる効果がある。以上の 3つの効果を合
わせると、特に原子番号があまり大きくない原子核においては、主に相対論的な時間の遅
れによって崩壊率が小さくなる。
原子軌道上におけるミューオンの崩壊は、原子番号 Z が小さいものではMichel崩壊に

よる寄与 Γdが主要であるが、Zが大きくなると原子核によるミューオン捕獲の寄与 Γcが
主に効いてくる。ミューオンの寿命のZ依存性は、実験から図 3のようになることが知ら
れている [20]。水素原子の場合は、自由粒子のときとほぼ同じ約 2.2msの寿命で崩壊する
が、鉛原子核になると寿命は約 75nsと非常に短くなる。
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図 3: 原子番号 Z の原子軌道上に束縛されたミューオンの平均寿命

3 レプトン波動関数

この節では、DIOに登場するミューオンや電子の波動関数の導出を行う。独立粒子模型
を適用し、原子核とのCoulomb相互作用は静電場によるポテンシャルϕ(r)中の運動として
扱う。また、原子核の電荷分布は球対称であるとして ϕ(r) = ϕ(r)を仮定する。Coulomb

ポテンシャルを含むDirac方程式を考えたとき、原子核が点電荷の場合には解析解が得ら
れるが、そうでなければ解析的に解くことはできないため、数値計算を行う必要がある。
ここではその方法についても説明する。

3.1 Coulombポテンシャル中のDirac方程式

電磁相互作用のある場合、電荷 (−e)を持つフェルミオンの満たすDirac方程式は

(iγµ∂µ + eγµAµ −m)ψ(x) = 0 (3.1)

ここで電磁場として球対称静電ポテンシャルを仮定すると、

Aµ(x) = (A0(x),A(x)) = (ϕ(r), 0) (3.2)

である。フェルミオンの波動関数 ψ(x)に対して変数分離形 ψ(x) = e−iEtψ(r)を仮定すれ
ば、空間部分 ψ(r)の満たす方程式は

[−iα ·∇+mβ − eϕ(r)]ψ(r) = Eψ(r) (3.3)

となる。非相対論的 Schrödinger方程式との対応を考えて、

H = −iα ·∇+mβ − eϕ(r) (3.4)

をハミルトニアンと呼ぶ。
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3.1.1 Dirac方程式の球面波解

まず、Dirac方程式における角運動量について考える。軌道角運動量演算子Lを非相対
論の場合との対応から

Li = (r × p)i = −iεijkrj∂k (3.5)

と定義すると、ハミルトニアンH との交換関係は

[H,Li] = −εijkαj∂k ̸= 0 (3.6)

となりL単独では保存量にならないことが分かる。同様に、スピン角運動量演算子 Sを

Si =
1

2

(
σi 0

0 σi

)
(3.7)

と定義すると
[H,Si] = εijkαj∂k ̸= 0 (3.8)

となり、Sも単独では保存しない。しかし、(3.5)式と (3.8)式を見ると全角運動量演算子

J = L+ S (3.9)

はハミルトニアンと可換であり、球対称ポテンシャルを含むDirac方程式において J は保
存量になっている。したがって、(3.3)式の解は J の固有状態として求めるのが有用であ
る。そこで、

J =

(
j 0

0 j

)
, j = l+

σ

2
(3.10)

に対し、次の固有値方程式

j2χj,ν = j(j + 1)χj,ν , jzχj,ν = νχj,ν (3.11)

を満たす 2成分固有関数 ξj,ν , ηj,ν を用いて

ψj,ν(r) =

(
ξj,ν(r)

ηj,ν(r)

)
(3.12)

と表す。(3.11)式の解はスピノール球面調和関数

Ωl
jν(r̂) =

∑
m,σ

(l,m, 1/2, σ|j, ν)Y m
l (r̂)χσ

1/2 (3.13)

=



√
l + 1/2 + ν

2l + 1
Y

ν−1/2
l (r̂)

 1

0

+

√
l + 1/2− ν

2l + 1
Y

ν+1/2
l (r̂)

 0

1

 (j = l + 1/2)

−
√
l + 1/2− ν

2l + 1
Y

ν−1/2
l (r̂)

 1

0

+

√
l + 1/2 + ν

2l + 1
Y

ν+1/2
l (r̂)

 0

1

 (j = l − 1/2)
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を使って表すことができる。
ここで、新たな量子数 κを導入するのが便利である。

κ ≡

−(l + 1) = −(j + 1/2) (j = l + 1/2)

l = j + 1/2 (j = l − 1/2)
(3.14)

と定義すると、(3.11)式の解は

χκ,ν(r̂) =

Ω
j−1/2
j,ν (r̂) (κ < 0)

Ω
j+1/2
j,ν (r̂) (κ > 0)

(3.15)

と書き直すことができ、これを用いると、一般にDirac方程式の解 ψj,ν(r)は

ψj,ν(r) =

(
gκ(r)χκ,ν(r̂) + g−κ(r)χ−κ,ν(r̂)

ifκ(r)χ−κ,ν(r̂) + if−κ(r)χκ,ν(r̂)

)
(3.16)

と表せる。ただし gκ(r), fκ(r)は原点からの距離 rにのみ依存する関数である。
これを (3.3)式に代入すると、

σ ·∇[fκ(r)χ−κ,ν(r̂) + f−κ(r)χκ,ν(r̂)]

+ (m− E − eϕ(r))(gκ(r)χκ,ν(r̂) + g−κ(r)χ−κ,ν(r̂)) = 0 (3.17)

σ ·∇[gκ(r)χκ,ν(r̂) + g−κ(r)χ−κ,ν(r̂)]

+ (m+ E + eϕ(r))(fκ(r)χ−κ,ν(r̂) + f−κ(r)χκ,ν(r̂)) = 0 (3.18)

ここで、rのみに依存する任意の関数G(r)に対して

σ ·∇[G(r)χκ,ν(r̂)] = −
(
dG(r)

dr
+

1 + κ

r
G(r)

)
χ−κ,ν(r̂) (3.19)

が成り立つことを用いれば、gκ(r), fκ(r)に関する方程式

dgκ(r)

dr
+

1 + κ

r
gκ(r)− (E +m+ eϕ(r))fκ(r) = 0 (3.20)

dfκ(r)

dr
+

1− κ

r
fκ(r) + (E −m+ eϕ(r))gκ(r) = 0 (3.21)

及び、κ → −κと置き換えた場合に対応する g−κ(r), f−κ(r)に関する方程式が得られる。
したがって

ψκ,ν(r) =

(
gκ(r)χκ,ν(r̂)

ifκ(r)χ−κ,ν(r̂)

)
(3.22)

とおくと、ψj,ν(r)はDirac方程式の独立な 2つの解ψκ,ν(r), ψ−κ,ν(r)の重ね合わせで得ら
れることになる。
波動関数の角度部分 χκ,ν(r̂)は任意の球対称ポテンシャルに対して解析的に解が求まる
が、動径部分 gκ(r), fκ(r)は点電荷ポテンシャルの場合にしか解析解が求められないため、
一般には (3.20), (3.21)式を数値的に解く必要がある。次節では、ポテンシャルが原点で
一定の値をとり、無限遠で点電荷ポテンシャルに帰着するとして、数値的に波動関数を求
めるための手法を述べる。
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3.2 束縛状態

便宜上、動径方向の波動関数を

Gκ(r) ≡ rgκ(r), Fκ(r) ≡ rfκ(r) (3.23)

と定義する。(3.20), (3.21)式より、Gκ(r), Fκ(r)の満たす方程式は

dGκ(r)

dr
+
κ

r
Gκ(r)− (E +m+ eϕ(r))Fκ(r) = 0 (3.24)

dFκ(r)

dr
− κ

r
Fκ(r) + (E −m+ eϕ(r))Gκ(r) = 0 (3.25)

また、波動関数の規格化条件 ∫ ∞

0
dr[G2

κ(r) + F 2
κ (r)] = 1 (3.26)

を満たすものとする。波動関数が二重可積分であるために、原点における境界条件

Gκ(0) = 0, Fκ(0) = 0 (3.27)

を課す。さらに、無限遠でポテンシャルが eϕ(r) → Zα/rとなることから、原点から十分
離れた点においてGκ(r), Fκ(r)は点電荷ポテンシャルに対する解GPC

κ (r), FPC
κ (r)に漸近

する。
これらの条件の下、線形連立微分方程式 (3.24), (3.25)式を解くためには Runge-Kutta

法を用いるのが有用である。今回用いる 4次のRunge-Kutta法は、実装が容易であり、ス
テップの刻み幅 hに対して計算精度がO(h5)となる非常に実用的な方法である。
ここで数値計算により求めるのは、波動関数Gκ(r), Fκ(r)及び束縛状態のエネルギーE

である。Runge-Kutta法では、まず初期値としてあるEの値に対する無限遠での境界条件

Gκ(rini) = GPC
κ (rini), Fκ(rini) = FPC

κ (rini) (3.28)

を与える。そこから原点に向かって微分方程式を解いていくが、適当なEを与えていなけ
れば、原点での境界条件 (3.27)式は満たされない。そのため、Eの値を変えながら繰り返
し微分方程式を解き、境界条件を満たすものを探索する。ここで得られたEが束縛状態の
固有エネルギーである。この探索の際には、Runge-Kutta法で得られる波動関数の原点で
の値をEの関数として、二分探索によりゼロ点を求めればよい。

3.3 散乱状態

束縛状態と同様に、(3.20), (3.21)式を解くことで角運動量の固有状態、すなわち部分波
を求めることができるが、まずはそれらをどのように重ね合わせると散乱状態の波動関数
が得られるかを考える。
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3.3.1 部分波展開

はじめに、自由場のDirac方程式に対する平面波解

ψp,s
pl (r) =

√
E +m

(
1

σ·p
E+m

)
eip·rχs

1/2 (3.29)

の部分波展開を考える。

eip·r =
∑
L,M

4πiLYM
L

∗
(p̂)YM

L (r̂)jL(pr) (3.30)

となることを用いると、

ψp,s
pl (r) =

√
E +m

∑
L,M

4πiLYM
L

∗
(p̂)

(
1

σ·p
E+m

)
jL(pr)Y

M
L (r̂)χs

1/2

=
√
E +m

∑
L,M

4πiLYM
L

∗
(p̂)

(
1

σ·p
E+m

)
jL(pr)

∑
J,ν

(L,M, 1/2, s|J, ν)ΩL
Jν(r̂)

=
√
E +m

∑
κ,ν

4πilκY ν−s
lκ

∗
(p̂)(lκ, ν − s, 1/2, s|jκ, ν)

(
1

−i σ·∇
E+m

)
jlκ(pr)χκ,ν(r̂)

(3.31)

さらに、(3.19)式と球ベッセル関数の漸化式

(
d

dz
− n

z

)
jn(z) = −jn+1(z)(

d

dz
+
n+ 1

z

)
jn(z) = jn−1(z)

(3.32)

を用いれば、

−i σ ·∇
E +m

[jlκ(pr)χκ,ν(r̂)] =
i

E +m

[
d

dr
+

1 + κ

r

]
jlκ(pr)χ−κ,ν(r̂)

=
ip

E +m
sign(κ) jl−κ(pr) (3.33)

となり、

ψp,s
pl (r) =

∑
κ,ν

4πilκY ν−s
lκ

∗
(p̂)(lκ, ν − s, 1/2, s|jκ, ν)

(
gplκ (r)χκ,ν(r̂)

ifplκ (r)χ−κ,ν(r̂)

)
(3.34)

gplκ (r) =
√
E +m jlκ(pr)

fplκ (r) =
√
E −m sign(κ) jl−κ(pr)

(3.35)
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を得る。動径方向の波動関数 gplκ (r), fplκ (r)は、無限遠方 (r → ∞)で

gplκ (r) →
√
E +m

pr
cos

(
pr − lκ + 1

2
π

)

fplκ (r) → −
√
E −m

pr
sin

(
pr − lκ + 1

2
π

) (3.36)

のように振る舞うことが分かる。
次に、Coulombポテンシャルが存在する場合を考える。球対称なポテンシャルの場合

は、平面波解における角度部分は変化せず、動径方向の波動関数のみがポテンシャルの影
響を受けて歪曲する。そこで、(3.34)式を修正して、散乱波の部分波展開を

ψp,s(r) =
∑
κ,ν

4πilκY ν−s
lκ

∗
(p̂)(lκ, ν − s, 1/2, s|jκ, ν)cκ

(
gκ(r)χκ,ν(r̂)

ifκ(r)χ−κ,ν(r̂)

)
(3.37)

と書き表す。ここで gκ(r), fκ(r)はDirac方程式 (3.20), (3.21)式の解であり、cκは部分波
を重ね合わせる際に重みを与える係数である。
cκを定めるため、波動関数の遠方での振る舞いを考える。r → ∞でポテンシャルは点

電荷の場合に漸近するため、波動関数も点電荷ポテンシャルに対するDirac方程式の解の
重ね合わせで表現することができる。原点で正則な解と非正則な解の線形結合で書けると
すると、(

gκ(r)

fκ(r)

)
→ cos δκ

(
gregκ (r)

f regκ (r)

)
− sin δκ

(
girrκ (r)

f irrκ (r)

)
(r → ∞) (3.38)

と表すことができ、点電荷分布における解の無限遠での漸近形を用いれば

gκ(r) →
√
E +m

pr

[
cos δκ cos

(
pr − lκ + 1

2
π + δC

)
− sin δκ sin

(
pr − lκ + 1

2
π + δC

)]
=

√
E +m

pr
cos

(
pr − lκ + 1

2
π + δC + δκ

)
(3.39)

fκ(r) →
√
E −m

pr

[
− cos δκ sin

(
pr − lκ + 1

2
π + δC

)
− sin δκ cos

(
pr − lκ + 1

2
π + δC

)]
= −

√
E −m

pr
sin

(
pr − lκ + 1

2
π + δC + δκ

)
(3.40)

となる。ここで δC は平面波に対する点電荷ポテンシャルによる位相のずれを表している
ため、δκが点電荷分布の場合に対する一般の球対称ポテンシャルの影響に対応しているこ
とが分かる。さらに

z = pr − lκ + 1

2
π + δC (3.41)
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とおき、

cos (z + δκ) =
ei(z+δκ) + e−i(z+δκ)

2

= e∓iδκ e
iz + e−iz − e±iz + e±i(z+2δκ)

2

= e∓iδκ

(
cos z +

e±2iδκ − 1

2
e±iz

)
sin (z + δκ) =

ei(z+δκ) − e−i(z+δκ)

2

= e∓iδκ e
iz − e−iz ∓ e±iz ± e±i(z+2δκ)

2i

= e∓iδκ

(
sin z ± e±2δκ − 1

2i
e±iz

)
が成り立つことを用いると(

gκ(r)

fκ(r)

)
→ e∓iδκ

[
1

pr

( √
E +m cos z

−
√
E −m sin z

)
+

(e±2iδκ − 1)e±iz

2pr

( √
E +m

±i
√
E −m

)]
(3.42)

と書き直すことができる。したがって、(3.37)式で導入した係数 cκを

cκ = e±δκ (3.43)

と選べば、(3.36)式と見比べることで第一項が平面波のような振る舞いを持っており、第
二項が球対称ポテンシャルによる波動関数の歪曲を表していると解釈できる。(ただし、δC
が rを含むため、第一項が完全な平面波になっているわけではないことに注意する。)以
上より、一般の球対称ポテンシャルにより歪曲を受けた散乱波の部分波展開は

ψp,s(r) =
∑
κ,ν

4πilκY ν−s
lκ

∗
(p̂)(lκ, ν − s, 1/2, s|jκ, ν)e±δκ

(
gκ(r)χκ,ν(r̂)

ifκ(r)χ−κ,ν(r̂)

)
(3.44)

と表される。各部分波に対する δκの値は、遠方での境界条件を満たすように数値的に求
める必要がある。±の符号は境界条件として外向き/内向き球面波をとることに対応して
おり、今回の計算で終状態の散乱波を求めるには内向き球面波の境界条件を選ぶ。

3.3.2 数値計算手法

終状態における動径方向の波動関数を求めるため、与えられたエネルギーに対して (3.20),

(3.21)式を解く。
まず、ポテンシャルは原点で有限の値 ϕ(0) = ϕ0を持ち、その周りで十分緩やかに変化

すると仮定すると、原点付近での微分方程式は

dgκ(r)

dr
+

1 + κ

r
gκ(r)− (E +m+ eϕ0)fκ(r) ≃ 0 (3.45)

dfκ(r)

dr
+

1− κ

r
fκ(r) + (E −m+ eϕ0)gκ(r) ≃ 0 (3.46)
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したがって Ẽ = E + eϕ0, p̃ =
√
Ẽ2 −m2、N を定数とすれば、原点付近における解は

gκ(r) = N
√
Ẽ +m jlκ(p̃r)

fκ(r) = N
√
Ẽ −m sign(κ) jl−κ(p̃r)

(3.47)

となる。そこで、十分小さな r = riniにおける (3.47)式の値を初期値として、Runge-Kutta

法により微分方程式を内側から外側に向かって解くことができる。
ただし、解は遠方での境界条件を満たしている必要があり、漸近形 (3.38)式と滑らかに
繋がるように係数N 及び δκが決まる。十分遠方の点 r = rconにおいてWronskian

Wg(δκ) =
g′κ(rcon)

gκ(rcon)
− {cos δκgregκ (rcon)− sin δκg

irr
κ (rcon)}′

cos δκg
reg
κ (rcon)− sin δκgirrκ (rcon)

(3.48)

を定義すれば、W (δκ) = 0を満たすように δκを定めることができ、

tan δκ =
greg(rcon)g

′(rcon)− greg′(rcon)g(rcon)

girr(rcon)g′(rcon)− girr′(rcon)g(rcon)
(3.49)

を得る。最後に r = rcon で解が漸近形と連続になるように係数 N を求めれば、散乱状
態の部分波を得ることができる。境界条件を課す点 rconは Coulombポテンシャルが点電
荷のものとみなせる点を選べばよく、特に原子核が半径 Rの一様電荷分布の場合ならば
rcon = Rとすればよい。

4 DIO崩壊率

ミューオン原子中のミューオンが弱い相互作用により電子とニュートリノに崩壊して放
出される過程

ミューオン原子 → イオン∗1+ + e− + ν̄e + νµ

について崩壊率の定式化を行う。

4.1 定式化

始状態のミューオン原子及び終状態のイオンにおけるレプトン状態を独立粒子模型で近
似すると、ミューオン原子の崩壊に対する遷移行列要素は

⟨イオン∗1+; e−(qe), ν̄e, νµ|LI |ミューオン原子 ⟩ = ⟨e−(qe), ν̄e, νµ|LI |µ−nµ,κµ
⟩ (4.1)

で与えられる。ここで {nµ, κµ}は束縛ミューオンの状態を表す量子数である。原子核の
Coulomb場に束縛されたミューオンは速やかに1S状態へ遷移するため、{nµ, κµ} = {1,−1}
にあるとする。
V-A 理論の枠組みでミューオン原子中の 1S1/2 にあるミューオンの崩壊を考えると、

µ− → e− + νµ + ν̄eに対する電荷交換型のラグランジアン密度は

L(x) = −GF√
2
ψ̄eγλ(1− γ5)ψνe ψ̄νµγ

λ(1− γ5)ψµ + h.c. (4.2)

13



ここでGF はフェルミ結合定数、ψaは粒子 a(a = µ, e, νµ, νe)の場の演算子を表す。さら
に、Fierz変換によりラグランジアン密度は

L(x) = −GF√
2
ψ̄eγλ(1− γ5)ψµ ψ̄νµγ

λ(1− γ5)ψνe + h.c. (4.3)

と書き換えることができる。以下ではニュートリノ及び反ニュートリノの質量をゼロとし、
原子核がミューオンに比べて十分重いことから、原子核の反跳エネルギーも一旦無視する
こととする。
フェルミの黄金律より、崩壊確率は

PdEdΩe =

1

2

∑
sµ,se

d3qe
(2π)32E

 ∑
sνµ ,sνe

∫
d3pνµd

3pνe

(2π)62p0νµ2p
0
νe

 |M|2 (2π)δ(Ef − Ei) (4.4)

と表される。遷移振幅Mは時間順序積を表す記号 T を使って

iM(2π)δ(Ef − Ei) =

〈
e, νµ

∣∣∣∣T [exp(i∫ d4xL(x)
)]∣∣∣∣µ, νe〉 (4.5)

で与えられ、1次の摂動論を適用すれば

M(2π)δ(Ef − Ei) =

∫
d4x⟨e, νµ|L(x)|µ, νe⟩ (4.6)

となる。
Diracスピノール u(p, s), v(p, s)を用いてニュートリノの波動関数を

ψν(x) = u(pν , sν)e
−ipν ·x, ψν̄(x) = v(pν̄ , sν̄)e

ipν̄ ·x (4.7)

と書くと、遷移振幅Mとその絶対値の二乗は

M = −GF√
2

∫
d3xψ̄e(x)γλ(1− γ5)ψµ(x)ψ̄νµ(x)γ

λ(1− γ5)ψνe(x)

= −GF√
2

∫
d3xei(pνµ+pν̄e )·xψ̄e(x)γλ(1− γ5)ψµ(x)ū(pνµ , sνµ)γ

λ(1− γ5)v(pνe , sνe)

(4.8)

|M|2 =
G2

F

2

∫
d3x

∫
d3yei(pνµ+pν̄e )·(x−y)ψ̄e(x)γλ(1− γ5)ψµ(x)ψ̄µ(y)γρ(1− γ5)ψe(y)

× ū(pνµ , sνµ)γ
λ(1− γ5)v(pνe , sνe)v̄(pνe , sνe)γ

ρ(1− γ5)u(pνµ , sνµ) (4.9)

で計算される。ニュートリノの部分についてスピンの和をとると、∑
sνµ ,sνe

ū(pνµ , sνµ)γ
λ(1− γ5)v(pνe , sνe)v̄(pνe , sνe)γ

ρ(1− γ5)u(pνµ , sνµ)

= Tr
[
p/νµγ

λ(1− γ5)p/νeγ
ρ(1− γ5)

]
= 8(pνµ)σ(pνe)τ (g

σλgτρ + gσρgτλ − gστgλρ + iεσλτρ) (4.10)
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となる。
これらを用いると、崩壊確率は

PdEdΩe =
2G2

F

(2π)8

∑
sµ,se

d3qe
2E

∫
d4pνµd

4pνeδ(p
2
νµ)δ(p

2
νe)δ(p

0
µ − p0νµ − p0ν̄e − E)

× (pλνµp
ρ
νe + pρνµp

λ
νe − pνµ · pνegλρ)Jλ(pνµ + pν̄e)J

†
ρ(pνµ + pν̄e) (4.11)

となる。ただし、放出電子のエネルギーをEとし、レプトンカレント

Jλ(p) =

∫
d3xe−ip·xψ̄e(x)γλ(1− γ5)ψµ(x) (4.12)

を使って表した。
さらに、変数変換

k = pνµ + pνe , k′ = pνµ − pνe (4.13)

を行えば、

PdEdΩe =
G2

F

8(2π)8

∑
sµ,se

d3qe
2E

∫
d4kd4k′δ(k2 + k′2)δ(k · k′)δ(p0µ − k0 − E)

×
{
2kλkρ − 2k′λk′ρ − (k2 − k′2)gλρ

}
Jλ(k)J

†
ρ(k) (4.14)

と表せる。
ニュートリノの運動量に関する積分のうち、k′の積分を抜き出して

Iλρ(k) =

∫
d4k′δ(k2 + k′2)δ(k · k′)

{
2kλkρ − 2k′λk′ρ − (k2 − k′2)gλρ

}
(4.15)

とおくと、ローレンツ共変性より Iλρ(k)は 2階テンソル

Iλρ(k) = Agλρ +Bkλkρ (4.16)

の形で表すことができる。さらに、k = 0となるような系で計算を行えば

gλρI
λρ(k) = 4A+Bk2

=

∫
d4k′δ(k2 + k′2)δ(k · k′)

{
−2(k2 − k′

2
)
}

=

∫
dk′0d

3k′δ(k20 + k′
2
0 − k′2)δ(k0k

′
0)
{
−2(k20 − k′

2
0 + k′2)

}
= −4π · 2k20
= −8πk2 (4.17)

kλkρI
λρ(k) = Ak2 +B(k2)2

=

∫
d4k′δ(k2 + k′2)δ(k · k′)

{
k2(k2 + k′2)− 2(k · k′)2

}
= 0 (4.18)
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(4.17), (4.18)式から

A = −8π

3
k2, B =

8π

3
(4.19)

よって

Iλρ(k) =
8π

3
(kλkρ − k2gλρ) (4.20)

を得る。以上より、崩壊確率は

PdEdΩe =
G2

F

12(2π)7

∑
sµ,se

d3qe
E

∫
d4kδ(p0µ − k0 − E)Jλ(k)J

†
ρ(k)(k

λkρ − k2gλρ) (4.21)

=
G2

F

12(2π)7

∑
sµ,se

d3qe
E

∫
d3kJλ(k)J

†
ρ(k)(k

λkρ − k2gλρ)

∣∣∣∣
k0=p0µ−E

(4.22)

の形で表すことができる。以下では k0 = p0µ − E =W − Eを満たすものとして、省略し
て記述する。

4.2 平面波近似を用いた表式

具体的な波動関数を使ってレプトンカレント Jλ(k) (= J0(k),J(k))を求める。ここで
は始状態のミューオンに対して非相対論的近似を適用し、終状態の電子の波動関数に平面
波近似を用いる。この場合は崩壊率の解析的な式を得ることができ、次節で求める部分波
展開を用いた表式を数値的に確認する際に有用となる。
始状態においては、1S状態にあるミューオンの波動関数をCoulomb ポテンシャル中の

Schrödinger方程式の解として表す。ただし、原子核を点電荷とみなしたときのポテンシャ
ルを用いる。使用する波動関数は

ψ
pµ,sµ
µ (x) =

√
(mµZα)3

π
e−mµZαx

(
χ
sµ
−1

0

)
(4.23)

であり、束縛エネルギーは

Bµ =
mµ(Zα)

2

2
(4.24)

となる。χs
κはスピン sを持つ粒子の 2成分スピノールである。

終状態においては、電子と原子核との Coulomb 相互作用を無視して自由Dirac方程式
の平面波解

ψqe,se
e (x) = usee (qe)e

iqe·x (4.25)

を用いる。Diracスピノールusee (qe)は、スピン和に対して次の関係式を満たすものとする。∑
s

use(q)ū
s
e(q) = q/ +me (4.26)
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これらの波動関数を使ってレプトンカレント Jλ(k)を求めると、

Jλ(k) =

∫
d3xe−ik·xψ̄e(x)γλ(1− γ5)ψµ(x)

=

√
(mµZα)3

π

∫
d3xe−i(k+qe)·xe−mµZαxūsee (qe)γλ(1− γ5)

(
χ
sµ
−1

0

)

=

√
(mµZα)3

π

2πi

|k + qe|

∫ ∞

0
dx

(
e−i|k+qe|x

mµZα+ i|k + qe|
− ei|k+qe|x

mµZα− i|k + qe|

)

× e−mµZαx ūsee (qe)γλ(1− γ5)

(
χ
sµ
−1

0

)

=

√
(mµZα)3

π

8πmµZα

{(mµZα)2 + |k + qe|2}2
ūsee (qe)γλ(1− γ5)

(
χ
sµ
−1

0

)
(4.27)

を得る。これよりDIOの崩壊率を計算すると

4πP (E)dE =
G2

F qedE

12(2π)7

∑
sµ,se

∫
dΩe

∫
d3kJλ(k)J

†
ρ(k)(k

λkρ − k2gλρ)

=
G2

F qedE

12(2π)7
(mµZα)

3

π
(8πmµZα)

2
∑
sµ,se

∫
dΩe

∫
d3k

1

{(mµZα)2 + |k + qe|2}4

×
∑
sµ,se

ūsee (qe)γλ(1− γ5)

(
χ
sµ
−1

0

)(
χ
sµ†
−1 0

)
(1− γ5)γ†ργ0u

se
e (qe)

× (kλkρ − k2gλρ)

=
8G2

F

3(2π)6
(mµZα)

5qedE

∫
dΩe

∫
d3k

1

{(mµZα)2 + |k + qe|2}4

× Tr

[
(qe/ +me)γλ(1− γ5)

1 + γ0

2
γρ(1− γ5)

]
(kλkρ − k2gλρ)

トレースの部分で残るのは

Tr

[
(qe/ +me)γλ(1− γ5)

1 + γ0

2
γρ(1− γ5)

]
= Tr

[
qe/ γλ(1− γ5)

γ0

2
γρ(1− γ5)

]
= 4qνe (gνλg0ρ + gνρgλ0 − gν0gλρ − iενλ0ρ)

であることを用いれば、

4πP (E)dE =
32G2

F

3(2π)6
(mµZα)

5qedE

∫
dΩe

∫
d3k

2k0qe · k − q0ek
2 + 2k2q0e

{(mµZα)2 + |k + qe|2}4

=
32G2

F · 8π2

3(2π)6
(mµZα)

5qedE

∫ W−E

0
k2dk

∫ 1

−1
dx

q0e(3k
2
0 − k2)− 2k0kqex

{(mµZα)2 + k2 + q2e + 2kqex}4
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ここで xの積分は解析的に実行することができ、∫ 1

−1
dx

A−Bx

(C +Dx)4
=

2

3

A(3C2 +D2) + 4BCD

(C2 −D2)3
(4.28)

A =q0e(3k
2
0 − k2)

B =2k0kqe

C =(mµZα)
2 + k2 + q2e

D =2kqe

が成り立つ。
最後に自由ミューオンの崩壊率 Λfree = G2

Fm
5
µ/192π

3 で規格化すると、DIOのエネル
ギースペクトルN(E) = 4πP (E)は

N(E) =
512

3π
(Zα)5qe

∫ W−E

0
k2dk

A(k){3C2(k) +D2(k)}+ 4B(k)C(k)D(k)

(C2(k)−D2(k))3
(4.29)

となる。ただしA(k) ∼ D(k)は (4.28)式で定義される kの関数である。

4.3 部分波展開を用いた表式

崩壊率をより現実的に評価するためには、始状態と終状態の波動関数に原子核との
Coulomb 相互作用の影響を取り入れる必要がある。ポテンシャルが球対称な場合には
角運動量が良い量子数となるので、その固有状態で展開する、部分波展開による解析が有
用である。ここでは原子核の電荷分布が球対称であると仮定して、電子の散乱波を部分波
展開した形を使ってDIOの崩壊率の定式化を行う。
始状態の 1Sミューオンと終状態の散乱電子の波動関数は、それぞれ

ψqe,se
e (x) =

∑
κ,ν

aκ,ν,se(q̂e)ψ
κ,ν
qe (x) (4.30)

aκ,ν,se(q̂e) = 4πilκ(lκ, ν − se, 1/2, se|jκ, ν)Y ν−se
lκ

∗
(q̂e)e

−iδκ

ψ
pµ,sµ
µ (x) = asµψ

−1,sµ
pµ (x) (4.31)

asµ = e−iδ1

と表せる。ここで δκは点電荷のクーロンポテンシャルの場合の解からのずれに対応する
位相であり、ψκ,ν

q (x)は部分波 κの 2成分波動関数

ψκ,ν
q (x) =

(
gκq (x)χ

ν
κ(x̂)

ifκq (x)χ
ν
−κ(x̂)

)
(4.32)

である。また、平面波の部分波展開は

eip·x = 4π
∑
L,M

iLjL(kx)Y
M
L

∗
(k̂)YM

L (x̂) (4.33)
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となる。これらを用いてレプトンカレント Jλ(k)を求めると、ベクトル成分については

J(k) =

∫
d3xeik·xψ̄e(x)γ(1− γ5)ψµ(x)

= 4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ

∫
d3x

∑
LM

iLjL(kx)ψ̄
κ,ν
qe (x)YM

L
∗
(k̂)γ(1− γ5)YM

L (x̂)ψ
−1,sµ
pµ (x)

ここで、ベクトル球面調和関数 Y L
JM に関する式∑

J,M

Y L
JM

∗
(k̂)γ · Y L

JM (x̂)

∣∣∣∣∣∣
σ

=
∑
JM

∑
mm′

∑
σ′

(L,m, 1, σ|J,M)Y m
L

∗(k̂)(γ)σ′(L,m′, 1, σ′|J,M)Y m′
L (x̂)

=
∑
m

Y m
L

∗(k̂)(γ)σY
m
L (x̂) (4.34)

が成り立つことから

J(k) = 4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ

∫
d3x

∑
L

∑
JM

iLjL(kx)ψ̄
κ,ν
qe (x)Y L

JM
∗
(k̂)γ·Y L

JM (x̂)(1−γ5)ψ−1,sµ
pµ (x)

となる。
まず、角度積分

XL
JM =

∫
dΩψ̄κ,ν

qe (x)γ · Y L
JM (x̂)(1− γ5)ψ

−1,sµ
pµ (x) (4.35)

について考える。次の記法

⟨κ, ν|O|κ′, ν ′⟩ =
∫

dΩχν
κ
†(x̂)Ô(x̂)χν′

κ′(x̂) (4.36)

を用いると、この積分は

XL
JM =− gκe g

−1
µ ⟨κ, ν|σ · Y L

JM | − 1, sµ⟩ − fκe f
−1
µ ⟨−κ, ν|σ · Y L

JM |1, sµ⟩
+ i
{
gκe f

−1
µ ⟨κ, ν|σ · Y L

JM |1, sµ⟩ − fκe g
−1
µ ⟨−κ, ν|σ · Y L

JM | − 1, sµ⟩
}

と表すことができ、Wigner-Eckart 定理

⟨κ, ν|σ · Y L
JM |κ′, ν ′⟩ = 1

[jκ]
(jκ′ , ν ′, J,M |jκ, ν)⟨κ||Y L

J ||κ′⟩ (4.37)

及び換算行列要素

⟨κ||Y L
J ||κ′⟩ =

√
[kκ · jκ′ ]

4π
(−1)L+1+κ(jκ, 1/2, jκ′ ,−1/2|J, 0)V LS

J (κ, κ′)
1 + (−1)lκ+lκ′+L

2

(4.38)

V LS
J (κ, κ′) ≡


δLJ (S = 0)

(J − κ− κ′)/
√
J(2J + 1) (S = 1, J = L+ 1)

(−κ+ κ′)/
√
J(J + 1) (S = 1, J = L)

−(J + 1 + κ+ κ′)/
√

(J + 1)(2J + 1) (S = 1, J = L− 1)

(4.39)
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を用いれば、

XL
JM =

1√
2π

(jκ, 1/2, 1/2,−1/2|J, 0)(1/2, sµ, J,M |jκ, ν)(−1)L+1+κ

×
[
1 + (−1)lκ+L

2

{
−gκe g−1

µ V L1
J (κ,−1)− fκe f

−1
µ V L1

J (−κ,+1)
}

+i
1 + (−1)lκ+L+1

2

{
gκe f

−1
µ V L1

J (κ,+1)− fκe g
−1
µ V L1

J (−κ,−1)
}]

=
1√
4π

(1/2, sµ, J,M |jκ, ν)(−1)L+jκ+1/2

×
[
1 + (−1)lκ+L

2

{
gκe g

−1
µ V L1

J (κ,−1) + fκe f
−1
µ V L1

J (−κ,+1)
}

−i1 + (−1)lκ+L+1

2

{
gκe f

−1
µ V L1

J (κ,+1)− fκe g
−1
µ V L1

J (−κ,−1)
}]

(4.40)

となる。よって

J(k) =
√
4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ

∫
x2dx

∑
L

∑
JM

iLjL(kx)(−1)L+jκ+1/2Y L
JM

∗
(k̂)

× (1/2, sµ, J,M |jκ, ν)

×
[
1 + (−1)lκ+L

2

{
gκe g

−1
µ V L1

J (κ,−1) + fκe f
−1
µ V L1

J (−κ,+1)
}

−i1 + (−1)lκ+L+1

2

{
gκe f

−1
µ V L1

J (κ,+1)− fκe g
−1
µ V L1

J (−κ,−1)
}]

(4.41)

を得る。角運動量 Lの取りうる値は J, J + 1, J − 1であることを考慮して、

J(k) =
√
4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ
∑
JM

(−1)J+jκ−1/2(1/2, sµ, J,M |jκ, ν)

×
[
−iJY J

JM
∗
(k̂)S0

jκ/
√
J(J + 1)

+ iJ+1Y J+1
JM

∗
(k̂)S+1

jκ
/
√
(J + 1)(2J + 1)

+ iJ−1Y J−1
JM

∗
(k̂)S−1

jκ
/
√
J(2J + 1)

]
(4.42)

となる。同様にしてレプトンカレントの第 0成分は

J0(k) =4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ

∫
d3x

∑
LM

iLjL(kx)ψ̄
κ,ν
qe (x)YM

L
∗
(k̂)γ0(1− γ5)YM

L (x̂)ψ
−1,sµ
pµ (x)

=4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ

∫
x2dx

∑
LM

iLjL(kx)Y
M
L

∗
(k̂)

1√
4π

(1/2, sµ, L,M |jκ, ν)(−1)L+1+κ

×
[
1 + (−1)lκ+L

2
(gκe g

−1
µ + fκe f

−1
µ )− i

1 + (−1)lκ+1+L

2
(gκe f

−1
µ − fκe g

−1
µ )

]
=
√
4π
∑
κ,ν

a∗κ,ν,seasµ
∑
JM

(−1)J+jκ−1/2(1/2, sµ, J,M |jκ, ν)iJYM
J

∗
(k̂)Sjκ (4.43)
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となる。これらの結果は次の S+1
jκ
, S0

jκ
, S−1

jκ
, Sjκ を使って表した。

S+1
jκ

=
1

2

∫
x2dxjJ+1(kx)

[
{1 + (−1)lκ+J+1}{(κ+ J)gκe (x)g

−1
µ (x)− (κ− 2− J)fκe (x)f

−1
µ (x)}

− i{1 + (−1)lκ+J}{(κ+ 2 + J)gκe (x)f
−1
µ (x) + (κ− J)fκe (x)g

−1
µ (x)}

]
S0
jκ =

1

2

∫
x2dxjJ(kx)

[
{1 + (−1)lκ+J}(κ+ 1){gκe (x)g−1

µ (x)− fκe (x)f
−1
µ (x)}

− i{1 + (−1)lκ+J+1}(κ− 1){gκe (x)f−1
µ (x) + fκe (x)g

−1
µ (x)}

]
S−1
jκ

=
1

2

∫
x2dxjJ−1(kx)

[
{1 + (−1)lκ+J+1}{(κ− 1− J)gκe (x)g

−1
µ (x)− (κ− 1 + J)fκe (x)f

−1
µ (x)}

− i{1 + (−1)lκ+J}{(κ+ 1− J)gκe (x)f
−1
µ (x) + (κ+ 1 + J)fκe (x)g

−1
µ (x)}

]
Sjκ =

1

2

∫
x2dxjL(kx)

[
{1 + (−1)lκ+J}{gκe (x)g−1

µ (x) + fκe (x)f
−1
µ (x)}

− i{1 + (−1)lκ+J+1}{gκe (x)f−1
µ (x)− fκe (x)g

−1
µ (x)}

]
(4.44)

以上で求めたレプトンカレント Jλ(k)を用いて、DIOの崩壊率

PdEdΩe =
G2

F

12(2π)7
d3qe
E

∑
sµ,se

∫ W−E

0
d3kJλ(k)J

∗
ρ (k)(k

λkρ − k2gλρ) (4.45)

を得ることができる。ただし k0 = p0µ − E =W − Eである。
さらに、エネルギースペクトルN(E) = 4πP (E)の表式を得るため (4.45)式から次の運
動量 qe,kに関する角度積分を実行する。∑

sµ,se

∫
dΩqe

∫
dΩk

(
|J · k|2 − k2|J |2

)
=
∑
sµ,se

∫
dΩqe

∫
dΩk

[
−k0(J0J∗ + J∗

0J) · k + |J · k|2 + |J0|2k2 + (k20 − k2)|J |2
]
(4.46)

まず、Ωqe の積分を含む部分は∑
se

∫
dΩqea

∗
κ,ν,se(q̂e)aκ′,ν′,se(q̂e) =(4π)2

∑
se

∫
dΩqe(−i)lκilκ′

× (lκ, ν − se, 1/2, se|jκ, ν)(lκ′ , ν ′ − se, 1/2, se|jκ′ , ν ′)

× Y ν−se
lκ

(q̂e)Y
ν′−se
lκ′

∗
(q̂e)e

i(δκ−δκ′ )

= (4π)2δκκ′δνν′ (4.47)
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となる。また、球面調和関数を含んだ Ωkの積分は∫
dΩkY

M ′
J ′

∗
(k̂)Y L

JM (k̂) · k̂ =

∫
dΩk

∑
m,σ

YM ′
J ′

∗
(k̂)(L,m, 1, σ|J,M)YM

L (k̂)δσ0

= (L,M ′, 1, 0|J,M)δLJ ′ (4.48)∫
dΩkY

L′
J ′M ′

∗
(k̂) · k̂Y L

JM (k̂) · k̂ =
∑
m

(L,m, 1, 0|J ′,M ′)(L,m, 1, 0|J,M)δLL′δMM ′

(4.49)∫
dΩkY

L′
J ′M ′

∗
(k̂) · Y L

JM (k̂) = δLL′δJJ ′δMM ′ (4.50)

これらを用いると、(4.46)式の積分は∑
sµse

∫
dΩqe

∫
dΩk

(
|J · k|2 − k2|J |2

)
=(4π)2

∑
κ,J

(2jκ + 1)

[
− k0k

2J + 1

{
Sjκ(iS

+1
jκ

∗
+ iS−1

jκ

∗
) + c.c.

}
+ k2

{
|Sjκ |2 +

|S+1
jκ

+ S−1
jκ

|2

(2J + 1)2

}

+ (k20 − k2)

{
|S0

jκ
|2

J(J + 1)
+

|S+1
jκ

|2

(J + 1)(2J + 1)
+

|S−1
jκ

|2

J(2J + 1)

}]
(4.51)

となる。以上よりDIOの崩壊率 P (E)を求めることができ、最後に自由ミューオンの崩壊
率 Λfree = (G2

Fm
5
µ)/(192π

3)で規格化することで、部分波展開を用いた場合のエネルギー
スペクトルの表式を得る。

N(E) =
8qe
πm5

µ

∫ W−E

0
k2dk

∑
J,κ

(2jκ + 1)

×
[
−(W − E)k

2J + 1

{
Sjκ(k)

(
iS+1

jκ

∗
(k) + iS−1

jκ

∗
(k)
)
+ c.c.

}
+ k2

{
|Sjκ(k)|2 +

|S+1
jκ

(k) + S−1
jκ

(k)|2

(2J + 1)2

}

+ {(W − E)2 − k2}

{
|S0

jκ
(k)|2

J(J + 1)
+

|S+1
jκ

(k)|2

(J + 1)(2J + 1)
+

|S−1
jκ

(k)|2

J(2J + 1)

}]
(4.52)

最後に、原子核の反跳による影響を考える。このとき、電子のエネルギースペクトルに
おける end point W が影響を受ける。運動量保存則から、原子核の反跳エネルギー Erec

は電子とニュートリノの運動量を用いて表されるが、高エネルギー側においては

Erec =
p2
N

2mN
=

(qe + pν̄e + pνµ)
2

2mN

≃ q2e
2mN

=
E2

2mN
(4.53)
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のように近似できる。したがって (4.52)式においてニュートリノの運動量 kの上限が変更
を受け、

Eµ − E → Eµ − E2

2mN
− E (4.54)

となる。スペクトルの end pointは、

W = Eµ −
E2

µ

2mN
= mµ −Bµ −

E2
µ

2mN
(4.55)

で与えられる。

4.4 放射補正 : 真空偏極

ここで、放射補正の一つである真空偏極による影響を考える。ミューオンと電子は原子
核との Coulomb相互作用によってポテンシャル中を運動するが、真空偏極の影響でこの
ポテンシャルは補正を受ける。

図 4: 原子核N と電子 e−の Coulomb相互作用。真空偏極による第二項の寄与がある。

V (r) =
Zα

r
+ δV (r) (4.56)

オーダー αの補正はUehling term として知られるもので、原子核を点電荷と仮定した
場合には次のように表すことができる [21]。

δV (r) =
Zα

r

(
2α

3π

∫ ∞

1
dte−2mert 2t

2 + 1

2t4

√
t2 − 1

)
(4.57)

これを一般の球対称電荷分布 ρ(r)に対して拡張すると、

V (r) = VLO(r) + δV (r) (4.58)

δV (r) =
2α2

3

∫ ∞

0
dr′r′ρ(r′)

∫ ∞

1
dt
√
t2 − 1

(
1

t3
+

1

2t5

)
(e−2met|r−r′| − e2met(r+r′))

=
2α2

3

∫ ∞

1
dt
√
t2 − 1

(
1

t3
+

1

2t5

)
F (r, t) (4.59)

F (r, t) =

∫ ∞

0
dr′r′ρ(r′)(e−2met|r−r′| − e2met(r+r′)) (4.60)
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となる [22][23]。半径Rの一様電荷分布の場合は、

VLO(r) =


Zα

r
(r > R)

Zα

R

(
3

2
− 1

2

( r
R

)2)
(r < R)

(4.61)

F (r, t) =



3Z

a3
e−2metr

[
a

2met

(
e2meta + e−2meta

)
− 1

(2met)2
(
e2meta − e−2meta

)]
(r > a)

3Z

a3

[
r

met
+

(
a

2met
+

1

(2met)2

)(
e−2metr − e2metr

)
e−2meta

]
(r < a)

(4.62)

を得る。

5 結果・考察

ここまでの定式化と計算手法に基づいて得られた結果を示す。原子核の Coulombポテ
ンシャルについては、一様電荷分布とWoods-Saxon分布でそれぞれ次のパラメーターを
用いた。

• 一様分布の場合
ρ(r) =

3Zα

eR3
θ(r −R) R = 1.2A1/3fm (5.1)

• Woods-Saxon分布の場合

ρ(r) =
ρ0

1 + exp [(r − c)/a]
(5.2)

27Al 208Pb

a [fm] 0.569 0.549

c [fm] 2.845 6.624

5.1 波動関数

はじめに、3節で導出した束縛状態のミューオン及び散乱状態の電子の波動関数の結果
を示す。まず、ミューオンについては表 2の設定の下で計算を行った。Nr-Pと Rel-Pの
場合はそれぞれ Schrödinger方程式とDirac方程式の解析解を用い、Rel-Uと Rel-WSに
ついてはDirac方程式の数値解を用いる。
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表 2: ミューオン波動関数の設定

微分方程式 原子核の電荷分布

Nr-P 非相対論的 点電荷

Rel-P 相対論的 点電荷

Rel-U 相対論的 一様球

Rel-WS 相対論的 Woods-Saxon

Z = 82の場合について 4種類の波動関数を比較したものを図 5に示す。点電荷の場合
に比べて他の電荷分布では波動関数が外側に広がっていることが分かる。また、相対論的
効果を取り入れることで波動関数は内側に引き寄せられている。Rel-UとRel-WSの結果
はほとんど重なっており、一様電荷分布の仮定は良い近似になっていると言える。
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図 5: 208Pbに対する束縛ミューオンの波動関数。実線がG(r), 破線が F (r)を表す。

同様に、Z = 13の原子核に対して波動関数を計算したものを図 6に示す。Z = 82の場
合と比べると、Coulombポテンシャルの寄与が小さいため波動関数が外側に広がってい
る。また、ここでも相対論的な効果によって波動関数はやや内側に引き寄せられることが
分かる。
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図 6: 27Alに対する束縛ミューオンの波動関数。実線がG(r), 破線が F (r)を表す。

さらに、それぞれの設定におけるミューオンの束縛エネルギーは表 3のように得られた。

表 3: 1Sミューオンの束縛エネルギー [MeV]

Z = 82(Pb) Z = 13(Al)

Nr-P 18.86 0.4178

Rel-P 21.00 0.4763

Rel-U 10.47 0.4662

Rel-WS 10.51 0.4646

次に、電子の散乱波について表 4の設定の下で計算した結果を示す。全て相対論的な
Dirac方程式に対する解を考え、PLWとDW-Pについては解析解、DW-UとDW-WSに
ついては数値解を用いる。
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表 4: 電子波動関数の設定

原子核の電荷分布

PLW なし

DW-P 点電荷

DW-U 一様球

DW-WS Woods-Saxon

Z = 82及び Z = 13に対する結果を図 7, 8に示す。束縛状態と同様に Z = 13の場合の
方が外側に波動関数が広がっており、DW-Uと DW-WSはほとんど重なっている。平面
波と比較して、Coulombポテンシャルの寄与を含む場合は波動関数がより内側に引き寄せ
られていることが分かる。また、Pb原子核の場合に比べてAl原子核では点電荷分布によ
る近似がより適合している。

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  5  10  15  20  25  30

w
av

e 
fu

nc
tio

n 
[M

eV
1/

2 ]

r [fm]

208Pb

PLW
DW-P
DW-U

DW-WS

図 7: 208Pbに対する散乱電子の波動関数。実線が g(r), 破線が f(r)を表す。
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図 8: 27Alに対する散乱電子の波動関数。実線が g(r), 破線が f(r)を表す。

5.2 エネルギースペクトル

5.1節で求めた、束縛ミューオンに対するRel-WSの波動関数と散乱電子に対するDW-

WSの波動関数を用いて、DIOで放出される電子のエネルギースペクトルを計算した結果
を示す。Z = 82及びZ = 13の原子核に対する結果が図 9である。Zが小さくなるにつれ
て、エネルギースペクトルは自由ミューオンの崩壊に近づいていく。
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図 9: DIOによる電子のエネルギースペクトル 27Al, 208Pb

次に、原子核の質量による影響を比較する。Z = 82及びZ = 13に対して、ミューオン
の質量として自由粒子の質量を用いた場合と換算質量を用いた場合、そして原子核の反跳
を考慮しない場合を図 10, 11に示す。Pb原子核は質量が大きいため 3つの結果が重なっ
ており、レプトンに対して原子核はほとんど止まっているように見えることが分かる。一
方Al原子核の場合はこれらの違いが表れており、スペクトルを正しく評価するには原子核
の質量を考慮することが必要となる。これらの違いがより定量的に見えるように、ずれを
表したグラフが図 12である。特にAl原子核の場合で換算質量による計算が重要になって
いる。補正を取り入れたことによりスペクトルの end pointがずれるため、高エネルギー
側では差が大きくなっている。
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図 10: Z=82に対する電子のエネルギースペクトル

図 11: Z=13に対する電子のエネルギースペクトル

30



図 12: 原子核の有限質量による影響。上 : 換算質量を用いた場合と通常 (自由粒子のとき)

の質量を用いた場合のスペクトル差。下 : 原子核の反跳エネルギーを取り入れた場合と取
り入れていない場合のスペクトル差

最後に、真空偏極を取り入れた場合のDIOスペクトルのずれを示す。図 13は Pb原子
核に対する結果で、真空偏極によって高エネルギー側を除いてスペクトルが 2%程度大き
くなることが分かる。質量による補正と同様に、スペクトルの end pointがずれることか
ら高エネルギー側では差が広がっている。
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図 13: 真空偏極を取り入れた場合のスペクトル差

6 まとめ・今後の展望

ミューオン原子を用いたCLFV探索実験において背景事象となる、ミュー粒子の原子軌
道上での崩壊に対してスペクトルの精密計算を行った。Z = 13と Z = 82の原子核につ
いて計算を行った結果、放出電子のスペクトルは、原子核の原子番号が大きいほどピーク
の位置と高さが小さく、原子番号が小さいほど自由ミューオンの崩壊スペクトルに近づい
ていった。原子核の有限な質量による影響は Al原子核の場合に顕著に表れ、特にミュー
粒子の質量として換算質量を用いることが重要であることが分かった。また、放射補正と
して真空偏極を取り入れた結果、Pb原子核では高エネルギー側を除いて 2%程度スペクト
ルの上昇が得られた。
今後の課題として、Al原子核に対して真空偏極を取り入れた計算を行うために数値計
算の高速化を行う必要がある。Pb原子核の場合に比べてレプトン波動関数の広がりが大
きく、動径方向の積分に時間を要するためである。他には、原子核の電荷分布に関してよ
り現実的なモデルであるWoods-Saxon分布を用いて放射補正を取り入れた計算を行うこ
と、そして真空偏極と同程度の寄与が想定される colinear photon による補正を取り入れ
て計算することが挙げられる。
さらに、実際に行われている実験の設定や装置の分解能をもとに、CLFVが観測される
ための条件を定量的に検証する。
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付録A 　 記法

• 単位系
本論文では自然単位系を用いる。

c = ε0 = 0 (A.1)

• 計量
相対論における計量は次のようにとる。

gµν = gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (A.2)

• Dirac行列
4元スピノールを考えるときにはDirac表示を用いる。

γ0 =

(
I 0

0 −I

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
(A.3)

ここで I は 2× 2の単位行列、σiはパウリ行列である。また、行列 α, βは次のよう
に定義される。

αi = γ0γi =

(
0 σi

σi 0

)
, β = γ0 =

(
I 0

0 −I

)
(A.4)

• 波動関数の規格化
始状態のミューオン波動関数 ψp,s

µ (x)及び終状態の電子波動関数 ψp,s
e (x)は次のよう

に規格化する。 ∫
d3xψp,s

µ
†(x)ψp′,s′

µ (x) = δpp′δss′ (A.5)∫
d3xψp,s

e
†(x)ψp′,s′

e (x) = 2p0(2π)3δ(p− p′)δss′ (A.6)

また、それぞれに対応する生成・消滅演算子は反交換関係

{asµ(p), as
′
µ (p

′)} = δpp′δss′ (A.7)

{ase(p), as
′
e (p

′)} = (2π)3δ(p− p′)δss′ (A.8)

を満たすものとする。
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付録B 　 点電荷Coulombポテンシャルを含むDirac方程式の解

点電荷による Coulombポテンシャル ϕ(r) = Zα/erを含むDirac方程式の解を求める。
(3.20), (3.21)式より動径波動関数に対する微分方程式は

dgκ(r)

dr
+

1 + κ

r
gκ(r)−

(
E +m+

Zα

r

)
fκ(r) = 0 (B.1)

dfκ(r)

dr
+

1− κ

r
fκ(r) +

(
E −m+

Zα

r

)
gκ(r) = 0 (B.2)

となる。また、新たに定義した波動関数

Gκ(r) ≡ rgκ(r), Fκ(r) ≡ rfκ(r)

に対しては、(3.24), (3.25)式より

dGκ(r)

dr
+
κ

r
Gκ(r)−

(
E +m+

Zα

r

)
Fκ(r) = 0 (B.3)

dFκ(r)

dr
− κ

r
Fκ(r) +

(
E −m+

Zα

r

)
Gκ(r) = 0 (B.4)

となる。このDirac方程式の解には、エネルギーが離散的な値をとる束縛状態と、連続的
な値をとる連続状態があり、以下でそれらの導出を行う。

付録B.1 　 束縛状態

まず、Dirac方程式 (B.3), (B.4)式の原点付近での振る舞いを考えると、方程式は

dGκ(r)

dr
+
κ

r
Gκ(r)−

Zα

r
Fκ(r) = 0 (B.5)

dFκ(r)

dr
− κ

r
Fκ(r) +

Zα

r
Gκ(r) = 0 (B.6)

とみなすことができる。このとき、Gκ(r), Fκ(r)が rについて冪級数展開できるとすれ
ば、r の次数が最も小さいものが主要項となるため、その次数を γ、定数を a, b として
Gκ(r) ∼ arγ , Fκ(r) ∼ brγ のように振る舞うことが分かる。これを (B.5), (B.6)式に代入
すると {

(aγ + aκ− Zαb)rγ−1 = 0

(bγ − bκ+ Zαa)rγ−1 = 0

となり、a, bについての連立方程式を行列表示にすれば(
γ + κ −Zα
Zα γ − κ

)(
a

b

)
= 0 (B.7)

となる。したがって a, bが 0でない解を持つための条件として∣∣∣∣∣ γ + κ −Zα
Zα γ − κ

∣∣∣∣∣ = γ2 − κ2 + (Zα)2 = 0

34



γ = ±
√
κ2 − (Zα)2 (B.8)

を得る。Zα ≃ Z
137 < 1において、|κ| = |jκ + 1/2| > 1より γは実数である。また、原点

で正則な解を得るために以降では γ > 0の符号を選んで用いる。
次に、波動関数の遠方での振る舞いを考える。便宜上の新たな変数

ρ ≡ 2λr, λ ≡
√
m2 − E2 (B.9)

を導入すれば、(B.3), (B.4)式は

dGκ(ρ)

dρ
+
κ

ρ
Gκ(ρ)−

(
E +m

2λ
+
Zα

ρ

)
Fκ(ρ) = 0 (B.10)

dFκ(ρ)

dρ
− κ

ρ
Fκ(ρ) +

(
E −m

2λ
+
Zα

ρ

)
Gκ(ρ) = 0 (B.11)

と書き換えることができる。無限遠での振る舞いを考えるため、1/ρの項を無視すれば

dGκ(ρ)

dρ
− E +m

2λ
Fκ(ρ) = 0 (B.12)

dFκ(ρ)

dρ
+
E −m

2λ
Gκ(ρ) = 0 (B.13)

さらに、
dGκ(ρ)

dρ
= −E

2 −m2

4λ2
Gκ(ρ) =

1

4
Gκ(ρ),

dFκ(ρ)

dρ
=

1

4
Fκ(ρ) (B.14)

となる。よって無限遠では Gκ(ρ), Fκ(ρ) ∼ e±ρ/2と振る舞うことが分かるが、以降の計
算では波動関数の発散を防ぐため Gκ(ρ), Fκ(ρ) ∼ e−ρ/2を選ぶ。したがって、適当な関
数 ϕ1(ρ), ϕ2(ρ)を用いて波動関数を

Gκ(ρ) =
√
m+ E e−ρ/2{ϕ1(ρ) + ϕ2(ρ)} (B.15)

Fκ(ρ) =
√
m− E e−ρ/2{ϕ1(ρ)− ϕ2(ρ)} (B.16)

と表す。これを (B.10), (B.11)式に代入して整理すれば

dϕ1(ρ)

dρ
=

(
1− ZαE

λρ

)
ϕ1(ρ)−

(
κ

ρ
+
Zαm

λρ

)
ϕ2(ρ) (B.17)

dϕ2(ρ)

dρ
=

(
−κ
ρ
+
Zαm

λρ

)
ϕ1(ρ) +

ZαE

λρ
ϕ2(ρ) (B.18)

となる。ϕ1(ρ), ϕ2(ρ)は冪級数展開できるとすれば、最低次数の γを用いて

ϕ1(ρ) = ργ
∞∑
i=0

αiρ
i, ϕ2(ρ) = ργ

∞∑
i=0

βiρ
i (B.19)

と表すことができる。これを (B.17), (B.18)式に代入して、ρの係数で比較すれば

(i+ γ)αi = αi−1 −
ZαE

λ
αi −

(
κ+

Zαm

λ

)
βi (B.20)

(i+ γ)βi =

(
−κ+

Zαm

λ

)
αi +

ZαE

λ
βi (B.21)
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を得る。これを αi, βiについて解くと

αi =
(1− n′)(2− n′) · · · (i− n′)

i!(2γ + 1)(2γ + 2) · · · (2γ + i)
α0 (B.22)

βi = (−1)i+1 n′(n′ − 1) · · · (n′ − i+ 1)

i!(2γ + 1)(2γ + 2) · · · (2γ + i)
β0 (B.23)

となる。ここで n′は次のように定義される数である。

n′ =
ZαE

λ
− γ (B.24)

αi, βiの形が求まったので、(B.19)式から ϕ1, ϕ2を決めることができる。合流型超幾何
関数の冪級数展開

1F1(a, b; z) = 1 +
a

b
z +

a(a+ 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+ · · · (B.25)

を用いれば、

ϕ1(ρ) = α0ρ
γ
1F1(1− n′, 2γ + 1; ρ) (B.26)

ρ2(ρ) = β0ρ
γ
1F1(−n′, 2γ + 1; ρ)

=

(
κ− Zαm/λ

n′

)
α01F1(−n′, 2γ + 1; ρ) (B.27)

と表される。ただし、波動関数の規格化のため、ϕ1, ϕ2は有限次数の多項式になっていな
ければならなず、n′には非負の整数であるという制限が付く。そこで主量子数を次のよう
に定義する。

n ≡ n′ + |κ|, n = 1, 2, 3, · · · (B.28)

(B.24)式及び (B.8), (B.9)式からエネルギー固有値Eを求めると、

E = m

1 +( Zα

n− |κ|+
√
κ2 − (Zα)2

)2
−1/2

(B.29)

という結果を得る。
最後に、規格化条件 ∫ ∞

0
dr r2

(
g2κ(r) + f2κ(r)

)
= 1 (B.30)

を適用して波動関数を書き下せば、(
gκ(r)

fκ(r)

)
=

±1

Γ(2γ + 1)

√
2λ5(m± E)Γ(2γ + n′ + 1)

m2Zα(mZα− λκ)n′!
(2λr)γ−1e−λr (B.31)

×
[(

mZα

λ
− κ

)
1

F1(−n′, 2γ + 1; 2λr)∓ n′1F1(1− n′, 2γ + 2; 2λr)

]
(B.32)
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付録B.2 　 連続状態

E > mにおける (B.3), (B.4)式の一般解を求める。p =
√
E2 +m2に対し、便宜上の変

数 x = 2iprを導入すると、方程式は

dGκ(x)

dx
= −κ

x
Gκ(x) +

(
E +m

2ip
+
Zα

x

)
Fκ(x) (B.33)

dFκ(x)

dx
=
κ

x
Fκ(x)−

(
E −m

2ip
+
Zα

x

)
Gκ(x) (B.34)

と書き直すことができる。この方程式の解を

Gκ(x) =
√
E +m (ϕ1(x) + ϕ2(x)) , Fκ(x) = i

√
E −m (ϕ1(x)− ϕ2(x)) (B.35)

と表すと、ϕ1(x)と ϕ2(x)に関する方程式

dϕ1(x)

dx
=

(
1

2
+ i

ZαE

px

)
ϕ1(x)−

(
κ

x
− i

Zαm

px

)
ϕ2(x) (B.36)

dϕ2(x)

dx
= −

(
κ

x
+ i

Zαm

px

)
ϕ1(x)−

(
1

2
+ i

ZαE

px

)
ϕ2(x) (B.37)

を得る。ここで、ϕ∗1, ϕ
∗
2に関する微分方程式を考えると、

ϕ1 = ϕ∗2, ϕ2 = ϕ∗1 (B.38)

となっており、Gκ, Fκが実数であるという条件を満たしていることが分かる。これを用い
て (B.33), (B.34)式を整理すると、ϕ1に関する二階微分方程式

d2ϕ1
dx2

+
1

x

dϕ1
dx

−
[
1

4
+

(
1

2
+
iZαE

p

)
1

x
+
γ2

x2

]
ϕ1 = 0 (B.39)

を得る。ここでW = x1/2ϕ1と置くと、解くべき方程式は

d2W

dx2
−
[
1

4
+

(
1

2
+
iZαE

p

)
1

x
+
γ2 − 1/4

x2

]
W = 0 (B.40)

となる。これはWhittakerの微分方程式として知られ、原点で有限の値を持つ解

W = xγ+1/2e
−x/2
1 F1(γ + 1 + iy, 2γ + 1;x) (B.41)

と、原点で発散する解

W = x−γ+1/2e
−x/2
1 F1(−γ + 1 + iy,−2γ + 1;x) (B.42)

の二つの独立解が存在することが知られている。ここで yは

y =
ZαE

p
(B.43)
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である。後者の原点で非正則な解は点電荷を想定する場合には棄却されるが、有限な広が
りを持った電荷を考える場合は考慮する必要がある。一旦、原点で正則な解のみに着目す
ると、ϕ1は

ϕ1(r) = N (γ + iy)eiη(2p)γϕ(r) (B.44)

と表すことができる。ここでN は規格化定数であり、解の r依存性をまとめて

ϕ(r) = rγe−ipr
1F1(γ + 1 + iy, 2γ + 1; 2ipr) (B.45)

と書いた。また、(B.38)式を満たすように位相 ηを導入した。ここで (B.36)式を rにつ
いての微分方程式に直し、(B.38)式及び (B.44)式を用いると、ϕ(r)に関する方程式

(γ + iy)eiη(2p)γ
dϕ(r)

dr
=i

(
p+

ZαE

pr

)
(γ + iy)eiη(2p)γϕ(r)

+

(
−κ
r
+ i

Zαm

pr

)
(γ − iy)e−iη(2p)γϕ∗(r) (B.46)

が得られる。これを整理すると、ηに関する条件式は

e−2iη = −γ + iy

γ − iy

r

κ− iym/E

[
dϕ(r)

dr
− ip

(
1 +

y

pr

)
ϕ(r)

]
1

ϕ∗
(B.47)

となる。さらに、合流型超幾何関数の性質から

dϕ(r)

dr
− ip

(
1 +

y

pr

)
ϕ(r) =

(γ − iy)ϕ∗(r)

r
(B.48)

であるため、位相 ηの満たすべき条件式は

e2iη = −κ− iym/E

γ + iy
(B.49)

となる。
以上のことから、Dirac方程式の解G,F は

Gκ(r) = 2N
√
E +m(2pr)γReΦ(r) (B.50)

Fκ(r) = −2N
√
E −m(2pr)γImΦ(r) (B.51)

ただし
Φ(r) = (γ + iy)ei(−pr+η)

1F1(γ + 1 + iy, 2γ + 1; 2ipr) (B.52)

と表される。便宜上、規格化定数を

N =
|Γ(γ + iy)|eπy/2

2pΓ(2γ + 1)
(B.53)

と定めると

gκ(r) = 2
√
E +m(2pr)γ−1 |Γ(γ + iy)|eπy/2

Γ(2γ + 1)
ReΦ(r) (B.54)

fκ(r) = −2
√
E −m(2pr)γ−1 |Γ(γ + iy)|eπy/2

Γ(2γ + 1)
ImΦ(r) (B.55)
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となり、この解の r → ∞における漸近形は

gκ(r) →
√
E +m

cos (pr − lκ+1
2 π + δC)

pr
(B.56)

fκ(r) → −
√
E −m

sin (pr − lκ+1
2 π + δC)

pr
(B.57)

(B.58)

となる。ここで δC は Coulombポテンシャルによる自由場からの位相のずれに対応して
おり、

δC = y ln (2pr)− arg Γ(γ + iy) +
π

2
(lκ + 1− γ) + η (B.59)

で表される。
有限な広がりを持った電荷分布による Coulombポテンシャルを想定する場合は、原点
で正則でない解も必要となる。このとき途中で棄却した (B.42)式を用いてもう一つの解
を構築するが、正則な解と同様の議論から γ → −γ の置き換えをすればよいことが分か
る。したがってこの場合の解は、

g̃κ(r) = 2
√
E +m(2pr)−γ−1 |Γ(−γ + iy)|eπy/2

Γ(−2γ + 1)
ReΦ̃(r) (B.60)

f̃κ(r) = −2
√
E −m(2pr)−γ−1 |Γ(−γ + iy)|eπy/2

Γ(−2γ + 1)
ImΦ̃(r) (B.61)

ただし
Φ̃(r) = (−γ + iy)ei(−pr+η̃)

1F1(−γ + 1 + iy,−2γ + 1; 2ipr) (B.62)

であり、η̃は

e2iη̃ = −κ− iym/E

−γ + iy
(B.63)

を満たす位相である。r → ∞における漸近形も同様に、δC を次の δ̃C で置き換えること
により得られる。

δ̃C = y ln (2pr)− arg Γ(−γ + iy) +
π

2
(lκ + 1 + γ) + η̃ (B.64)

本文の計算では、

∆ ≡ δ̃C − δC (B.65)

= arg

(√
−γ − iy

γ − iy

Γ(γ + iy)

Γ(−γ + iy)

)
+ πγ (B.66)

を用いて

g′κ(r) =
cos∆

sin∆
gκ(r)−

1

sin∆
g̃κ(r) (B.67)

f ′κ(r) =
cos∆

sin∆
fκ(r)−

1

sin∆
f̃κ(r) (B.68)
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と定義した解を用いる。このように定義した g′κ(r), f
′
κ(r)の r → ∞での漸近形は、

g′κ(r) →
√
E +m

sin (pr − lκ+1
2 π + δC)

pr
(B.69)

f ′κ(r) →
√
E −m

cos (pr − lκ+1
2 π + δC)

pr
(B.70)

(B.71)

となる。
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