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1 Introduction

現在、宇宙論における問題の 1 つに高エネルギー側での宇宙線超過がある。これは電子・陽電

子の宇宙線フラックス比が高エネルギー側で理論値とずれている問題であり、PAMELA(Payload

for Antimatter Matter Exploration and Light-nuclei Astrophysics) や Fermi LAT(Large Area

Telescope)によって観測されている。この問題に対する研究は、天体物理学・素粒子物理学の両観

点からなされている。本研究は後者の観点から問題解決を図るものであり、高エネルギー側での乖

離が Dark Matter対消滅によって引き起こされると考える。

Dark Matter とは、通常の物質とほとんど相互作用しない物質であり、その存在は

WAMP(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) 等の観測から確実なものとされている。しか

し、その正体は依然として解明されておらず、Dark Matter を特定するための研究が盛んに行わ

れている。素粒子標準模型内の粒子は、観測事実との整合性によりどれも Dark Matterの候補と

は成りえない事が示される。そのため、Dark Matter を特定するためには、素粒子標準模型を越

えた物理を考える必要となる。

本研究ではDark Matterを『安定で中性な重い粒子』とするWIMP(Weakly Interacting Massive

Particle)仮説を考える。そして素粒子標準模型を越えた具体的な模型として、標準模型に超対称性

を課した超対称標準模型を考える。この模型において、Dark Matterの性質を満たす Neutralino

をWIMP Dark Matterと仮定する。WIMP Dark Matterの残存量はボルツマン方程式を解くこ

とで得られ、対消滅断面積が観測結果を再現するように決定される。しかし、この対消滅断面積

は、上記の宇宙線フラックスを説明するための対消滅断面積に比べ、10−4 ∼ 10−3 小さすぎる結果

になる。そのため、対消滅断面積を増大させる機構が必要となる。断面積の計算において、非摂動

的な影響を取り入れると、粒子速度が小さい場合に断面積が飛躍的に増大する。一般に、この機構

は Sommerfeld Enhancementと呼ばれるものである。この機構を考慮することで、対消滅断面積

の増大が誘導されると予想される。なぜなら、銀河中心における Dark Matterの典型的な速度は、

およそ 10−3cと小さいからである。

まず 2 章では、標準宇宙論と Dark Matter について概説していく。次に、3 章では本研究と

関連する宇宙論が抱える問題点について概説する。そして、4 章では断面積の増大を引き起こす

Sommerfeld Enhancmentの性質をまとめる。最後に、5章では具体的な模型に対する数値解析を

行い、Sommerfeld Enhancement によって増大される対消滅断面積を評価する。そして、宇宙線

超過の問題を Dark Matter対消滅によって説明可能かどうかを議論する。
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2 Dark Matter

この節では dark matterの存在証拠やその候補についての概要を見ていく。ただ、定量的な議論

を行うには適切なパラメータを導入する必要がある。そこで、まず標準ビッグバン模型と宇宙論パ

ラメータについての概説をした上で、本章の主題に移ることにする。

2.1 標準宇宙論とパラメータ

2.1.1 Friedmann方程式

現在の宇宙論において標準とされる模型は標準ビッグバン模型である。このモデルは、宇宙の初

期に高温高密度であった状態が、現在の冷たく希薄な状態へと膨張し、今なお膨張し続けていると

いうものである。この標準ビッグバン模型における最も基本的な仮定に、“宇宙原理”がある。こ

の宇宙原理とは、宇宙が一様かつ等方であるというものであり、この仮定は後で述べる観測衛星か

らほぼ一様等方であると確認されている。この原理の下で、空間のスケールが時間に依存する計量

は以下のロバートソン・ウォーカー計量によって記述される。(簡単のため自然単位系 c = ℏ = 1

を用いる)

ds2 = −dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
(2.1)

ここで、a(t)は宇宙の大きさがどのように変化していくかを記述するもので、スケールファクタと

呼ばれる。a(t)は時間に関して無次元の関数であり現在のスケールを a(t0) = 1として規格化して

いる。また、空間変数 (r, θ, ϕ)は共動座標であり、k は曲率を表し (−1, 0,+1)の 3つの値を取る。

特に、k = 0では空間が平坦になり、ユークリッド空間の計量と一致する。上式の計量から宇宙定

数 Λを含めた Einstein-Hilbert作用

S =

∫ [
1

2k
(R+ 2Λ) + LMatter

]√
−gdx4 (2.2)

を求め、最小作用の原理から次の Einstein方程式が導出される。

Rµν − 1

2
Rgµν = 8πGNTµν + Λgµν (2.3)

ここで導入した宇宙定数とは、宇宙の膨張や収縮とは無関係にエネルギー密度が変化しないもので

あり、“真空のエネルギー”であると考えられている。また、GN , Tµν はニュートンの重力定数、

エネルギー運動量テンソルであり、他の定義は以下である。

g ≡ det gµν

Ricciスカラー · · · · · ·R = gµνRµν

Ricciテンソル · · · · · ·Rµν = Rλ
µλν　

Reamannテンソル · · · · · ·Rκ
µλν = ∂λΓ

κ
νµ − ∂νΓ

κ
λµ + Γη

νµΓ
κ
λη − Γη

λµΓ
κ
νη

(2.3)の Einstein方程式は 00成分と ij 成分の 2つの独立な方程式に分けられ、以下のようになる。(
ȧ(t)

a(t)

)2

+
k

a(t)
2 =

8πGN

3
ρ(t) +

Λ

3
(2.4)

ä(t)

a(t)
= −4πGN

3

(
ρ(t) + 3p(t)

)
+

Λ

3
(2.5)
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　 (2.4)式を見ると分かるように、左辺は曲率 kとスケールファクタ a(t)で書かれており、宇宙の

幾何学的構造を表わすものになっている。一方、右辺は宇宙全体のエネルギーを与えている。つま

りこの式は、宇宙のエネルギー密度が空間の曲率や膨張の力学を決める事を表わしている。(2.4)

式は一般に Friedmann方程式と呼ばれ、宇宙論で重要とされる方程式の 1つである。

今、宇宙定数 Λ = 0の場合を考え、宇宙が空間的に平坦 (k = 0)となる場合のエネルギー密度に

ついて (2.4)を解くと

ρc =
3H2

8πGN
(2.6)

H ≡ ȧ(t)

a(t)
= 100h km · sec−1 ·Mpc−1 (2.7)

となる。ここで H は宇宙の膨張率を表わすパラメータで Hubbleパラメータと呼ばれ、ρc は臨界

密度と呼ばれものである。ちなみに、現在の hの値はおよそ 0.73 であり、ρc,0 は 5.74GeV/m3 で

ある [1]。

宇宙における曲率を議論する際、絶対的なエネルギー密度 ρを用いるよりも臨界密度 ρc との比

を用いる方が便利である。そこで、無次元パラメータである密度パラメータ Ωi を次のように定義

する。

Ωi(t) ≡
ρi(t)

ρc(t)

Ω(t) ≡
∑
i

Ωi(t)
(2.8)

ここで、我々の宇宙に存在するエネルギーには物質・輻射・真空エネルギーの 3種類が存在し、そ

れぞれを iで区別し、順に Ωm, Ωr, ΩΛ と置いている。

この密度パラメータ Ωと HubbleパラメータH を用いることで (2.4)式の Friedmann方程式は

Ω− 1 =
k

a2H2
(2.9)

と書き直せる。

2.1.2 状態方程式

次に、各エネルギーに対するエネルギー密度 ρi がスケールファクタ a(t)にどのように依存して

いるのかを見ていく。これはつまり、Ωi が a(t)を用いてどのように書けるかを意味する。

エネルギー運動量の保存則は
∇µT

µν = 0 (2.10)

と書ける。ここで Tµν の成分は、エネルギー密度 ρ、圧力 pを持つ完全流体だとすると、0でない

成分は
T 00 = ρ and T ij = −pδij

である。また、∇は共変微分であり (2,0)型テンソルには

∇µT
µν =

∂Tµν

∂xµ
+ Γµ

ρµT
ρν + Γν

ρµT
µρ
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として作用する。(2.10)式において、空間成分 (ν = i)の運動量保存則は宇宙の一様等方性により

自動的に満たされる。従って、時間成分 (µ = 0)のエネルギー保存則を計算すると

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0 (2.11)

となり、これは連続の方程式と呼ばれる。上式を変形したものと、熱力学の第一法則を比べると

d
(
ρa3
)
+ pd

(
a3
)
= 0　

dU + PdV = TdS
(2.12)

となる。これより
dS = 0

となっていることが分かる。これは物質が熱平衡状態にあれば、宇宙は断熱膨張であることを意味

している。一方で、宇宙膨張の過程においてエントロピーの増加を伴う非断熱的な現象を起こすに

は、必ず熱平衡状態から脱しなくてはいけないことを意味している。

ここまでの議論において出てきた未知関数は a(t), ρ(t), p(t)の 3つである。これらは、Einstein

方程式から導出された (2.4),(2.5)式と連続の方程式 (2.11)の 3つの方程式から解くことが出来そ

うだが、実は (2.5)式は (2.4)式と (2.11)式を用いることで導出される。従って、もう一つ独立な

方程式が必要となるが、それに当たるのが状態方程式

p(t) = f (ρ(t))

である。この状態方程式は、圧力 p(t) とエネルギー密度 ρ(t) とを関係付け、宇宙論における

f (ρ(t))の関数形は
p(t) = ωρ(t) (2.13)

と無次元パラメータ ω を用いて線形に取られる。この状態方程式を用いて連続の方程式 (2.11)を

解けば
ρi(t) ∝ a(t)−3(1+ωi) (2.14)

となる。

次に物質 (非相対論的物質)・輻射 (相対論的物質)・真空エネルギーに対する ωi の値を求める必

要がある。

非相対論的な場合、物質の圧力はそのエネルギー密度と比較した際、非常に小さいと考えること

ができるため pm = 0 (ωm = 0)と近似される。従って ρm は次のようになる。

ρm(t) ∝ a(t)−3 (2.15)

次に、相対論的な場合は、その輻射圧は pr = ρr/3 (ωr = 1/3)という状態方程式で与えられる

ため、ρr は
ρr(t) ∝ a(t)−4 (2.16)

である。ここで、ρm, ρr の意味を (2.5)式の下で考えてみる。

ä(t)

a(t)
= −4πGN

3

(
ρm,r(t) + 3pm,r(t)

)
(2.5)
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(2.5)式は加速度方程式とも呼ばれ、宇宙の膨張が速まるか、遅くなるかを表わしている。式から分

かるように右辺の ρ(t) + 3p(t)の符号によってどちらに寄与するのかが決まる。今求めた ρm, ρr

の場合、共に右辺は負の値になるため、宇宙を収縮させる方に寄与する。

次に宇宙定数 Λの寄与を見るわけだが、今でこそ宇宙は膨張していると分かっているのに対し、

Λを導入した Einsteinの時代には宇宙が膨張または収縮しているかは定かでなかった。最終的に

彼は静的な宇宙モデルを考え、先の寄与を相殺させるために、宇宙定数 Λを導入するに至った。そ

の後、宇宙膨張が確認され宇宙定数 Λの本来の意味合いは否定されたが、現代の宇宙論では真空

のエネルギーとして再解釈され、ダークエネルギーと呼ばれている。そして、宇宙の構成におい

てこのダークエネルギーが約 7割も占めていることがWMAP(Wilkinson Microwave Anisotropy

Probe)の観測から明らかになった。

さて最後に、真空エネルギーに対する ωΛ の値を求めていく。先の 2つの寄与が宇宙を収縮させ

る寄与を与えていることから、Λが宇宙膨張に寄与するものだという事が予想される。Friedmann

方程式 (2.4)を (
ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πGN

3

(
ρm(t) + ρr(t) + ρΛ(t)

)
− k

a(t)
2 (2.17)

と書きかえれば、ρΛ は

ρΛ ≡ 1

8πGN
Λ

となる。従って Λが時間に依存しないとすると、ρΛ も時間に依存しない。そのため、連続の方程

式 (2.11)から pΛ = −ρΛ(ωΛ = −1)となる。(2.5)式の右辺は正になることから、確かに膨張に寄

与していることが確かめられ、ρΛ は
ρΛ ∝ const (2.18)

となる。

各エネルギー密度の係数を ρm,0, ρr,0, ρΛ,0 とし、現在における各密度パラメータを Ωi,0 ≡
ρi,0/ρc,0 と定義すれば (2.17)式は

H(a) = H0

√
Ωm,0

a(t)3
+

Ωr,0

a(t)4
+ΩΛ,0 +

(1− Ω0)

a(t)2
(2.19)

となる。曲率から来る密度パラメータを

ΩK,0 ≡ Ω0 − 1 =
∑
i

Ωi,0 − 1

と定義し、距離 lの天体の赤方偏移を表わすファクター z = H0lを用いて書きなおすと

H(z) = H0

√
Ωm,0(1 + z)3 +Ωr,0(1 + z)4 +ΩΛ,0 − ΩK,0(1 + z)2 (2.20)

となる。これにより、Ωi,0 が既知であれば上式の Friedmann 方程式を数値的に解くことで、ス

ケールファクタ a(t)や赤方偏移 z が計算される。

2.1.3 宇宙論パラメータとその決定法

今までの議論から、宇宙の構造を特徴付ける独立な方程式は Fridmann方程式・連続の方程式・

状態方程式であった。従って、境界条件が与えられれば原理的に未知関数のスケールファクタ

7



a(t)・エネルギー密度 ρ(t)・圧力 p(t) を求めることが出来る。しかし、実際の宇宙においては、

a(t)の関数形を見出すのは難しい。従って、密度パラメータ Ωi を観測することで、Friedmann方

程式からスケールファクタ a(t)求めることになる。この Ωi にハッブル定数 H0 を加えると、“主

な”宇宙論パラメータとその観測方法は次のようになる。

記号 意味 観測的決定法　
H0 膨張率 標準光源を用いた光度距離測定　
Ωb 宇宙のバリオン密度 BBN 理論の予言値と軽元素存在量との比較　
Ωm 質量密度パラメータ 渦巻き銀河の回転曲線、銀河団のビリアル質量測定　
ΩΛ 宇宙定数 遠方の Ia型超新星観測によるハッブル図
ΩK 宇宙の曲率 CMB 温度ゆらぎの角度スペクトル　

　宇宙のモデルを特徴付けるパラメータの取り方には多くの可能性があり、観測との比較からこれ

らのパラメータを選んだに過ぎない。また、各パラメータの決定法についても、一例に過ぎない事

を注意として述べておく。実際、多くの宇宙論パラメータが存在し、WMAPの観測による様々な

パラメータ値を図 1に示しておく。

図 1 WMAPによる各宇宙論パラメータの観測値 ([2]より引用)
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2.2 Dark Matterの存在証拠

この節では、宇宙の各スケールにおいて Dark Matterの存在証拠がそれぞれ独立に確認されて

いることを見ていく。また、観測結果から満たされる Dark Matterの性質についても見ていく。

2.2.1 銀河スケールにおける存在証拠

銀河スケールにおいて、Dark Matter が存在するとされる最も強い根拠は銀河の回転曲線であ

る。これは軌道平面上の星やガスに対し、回転速度と軌道半径の相関を調べるものである。1970

年代、Rubin & Fordや Roberts & WhitehurstによりM31の観測がなされ、Dark Matterの存

在が確認された。観測からの結果は Newton力学から容易に理解できる。

回転速度は、軌道上の星やガスに存在する水素原子から発せられる λ = 21cmの輝線の赤方偏移

を測定することで求められる。ただし、対象とする銀河が我々の銀河から遠のく速度 (後退速度)

を引く必要がある。銀河中心からの距離を r、後退速度を V0、輝線の赤方偏移から求まる速度を

V (r)とすると、銀河中心と共に動く慣性系から見た回転速度 v(r)は

v(r) ≡ |V0 − V (r)|

である。ここで回転速度は距離 rにのみ依存すると仮定しているため、直径対点の速度は等しいと

している。回転速度 v(r)は重力と遠心力との釣り合いから

mv(r)
2

r
= GN

mM(r)

r2
　

M(r) ≡ 4π

∫ r

0

dr′r′
2
ρ(r′) (2.21)

ρ(r)は距離 r での質量密度を意味し、M(r)は半径 r 以内の銀河質量を意味する。(2.21)式より、

回転速度 v(r)は距離 r の関数として

v(r) =

√
GNM(r)

r
(2.22)

と書ける。

図 2 銀河 NGC6503の回転曲線 ([3]より引用)
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(2.22) 式から銀河の質量のほとんどを星が担っていると考えると、暗く遠い部分から回転速度は

∝ r−1/2 で減少していくはずである。しかし、図 2 で示したように、遠方でも回転速度は一定の

ままになっている。これはつまり、M(r) ∝ r, ρ(r) ∝ r−2 となる目には見えない物質分布 (Dark

Matter halo)が存在していることを示している。これらの質量は、高速の星や、ガスを銀河に留め

ておく役割を担う。

2.2.2 銀河団スケールにおける存在証拠

銀河団とは数Mpcのスケールに数十から数千個の銀河が集まったものを呼ぶ。1933年、Zwicky

は“かみのけ座銀河団”の観測において、銀河団中に銀河を留めておくには、星やガスでは十分な

重力を作り出すことが出来ないことに気づいた。そのため、銀河団中には大量の Dark Matterが

存在しなくてはいけないと主張し、Dark Matterという言葉を広く一般的なものにした。この場合

においても、Dark Matter の存在がニュートン力学から示される。ある系のポテンシャルエネル

ギーと運動エネルギーを関係付けるビリアル定理を用いると、銀河団の約 8～9割が Dark Matter

で構成されていると評価される。

このスケールにおける他の観測事実に弾丸銀河団がある。弾丸銀河団とは、2つの銀河団の衝突

により、高温のガス雲が衝突面に広がっているものを言う。弾丸銀河団という名前は図 3の右を見

れば分かるように、片方の銀河団がもう一方の銀河団を弾丸のように貫いて見えることに由来す

る。図中の赤い部分はチャンドラ衛星による X線観測 (高温のガス)を示している。一方、青色の

部分は、背後に存在する天体を観測することで、弱い重力レンズの影響から推定される質量分布を

示している。

図を見ると、星やガスといった星間物質 (バリオン)は衝突により加熱圧縮され、中央に分布 (赤

い部分) していることが分かる。しかし、各銀河団の質量分布 (青い部分) は衝突による影響は受

けず、通り過ぎていることが見てとれる。従って、銀河団の質量を構成して大部分の物質 (Dark

Matter)は、重力相互作用をし、非バリオン的であるという性質が分かる。この結果は、先の力学

法則からの帰結とは異なり、Dark Matterの直接的な存在証拠を示すものとなっている。

図 3 衝突銀河団 左：MACS J0025.4-1222 , 右:1E0657-56 ([4]より引用)
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2.2.3 より大きいスケールにおける存在証拠

今まで見てきた 2つのスケールよりも大きいものに、宇宙の大規模構造が挙げられる。大規模構

造とは銀河が数個～数千個集まった、銀河群以上の天体群を総称して呼ばれるものである。この大

規模構造の存在は 1930年代頃には認識されていた。しかし、その全容が明らかになるのは CCD

が登場する 1980年代になってからであり、CfAサーベイ観測によって初めて宇宙の大規模構造が

明らかになった。その後 SDSS観測などの精密観測によって、宇宙には図 4のような銀河団がフィ

ラメント状に連なった構造 (グレートウォール)と銀河がほとんど存在しない領域 (ボイド)がある

ことが示された。

図 4 SDSSによる z ≤ 0.16までの銀河地図 ([5]より引用)

上図は遠方 (z が大きい)ほど宇宙の初期を表わしており、どのような進化の過程を歩んできたか

を示している。このような大規模構造を作り上げるには、宇宙初期において密度 (重力)が非一様

である必要がある。なぜなら、わずかな密度のゆらぎでも、重力の影響により密度のより大きい空

間へと物質が集まっていき、結果的に非一様性を拡大させるからである。また、このような性質は

重力不安定性と呼ばれる。

ここで重要となってくるのは、実際に初期宇宙において非一様性が存在したのかという点であ

る。密度のゆらぎは温度のゆらぎとなって現れるはずであり、宇宙の背景放射を観測することで確

かめることが出来る。1992年、人工衛星 COBEによって初期宇宙の非一様性が初めて確認された

が、宇宙の構造を説明するにはゆらぎが小さすぎた。しかし、バリオンだけでなく、Dark Matter

も同時に考えることで現在の大規模構造を説明できることがわかった。そのため、宇宙の構造形成

は Dark Matterの重力不安定性によるものであることが分かってきた。

次に重要な点は、Dark Matterが熱平衡状態から離脱した際、その振る舞いが相対論的 (Hot)、

非相対論的 (Cold)のどちらかという点だ。これら 2つの状況を仮定した N体シュミレーションの

結果は

Cold Dark Matter =⇒ bottom-upシナリオ

Hot Dark Matter =⇒ top-downシナリオ
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となる。ここで、bottom-upシナリオは、小さなゆらぎがそのまま成長していくもので、最初に銀

河ができ、次に銀河団が作られる過程を取るものである。一方、top-downシナリオは、相対論的

な運動により密度ゆらぎが消されてしまうため、最初に大きな構造しか形成することができない。

従って、SDSSなどの銀河分布の観測結果を上手く再現しているのは Cold Dark Matterであるこ

とが N体シュミレーションによって示されている。

2.2.4 CMB(宇宙マイクロ波背景放射)

最後に図 1で示したように、多くのパラメータに対する制限を与える CMB(Cosmic Microwave

Background)について見ていく。先に述べた COBE衛星は、CMB観測により 2.7Kの黒体輻射

からのずれが 1000分の 1以下であることを示した。そして、温度ゆらぎが全天にわたって 30µK

しかないことを明らかにした。その後、WMAP衛星の打ち上げにより、高精度の観測が行われた。

COBEやWMAPによって観測された温度ゆらぎは、全天の電波の強度分布の差として観測的

に求められる。ここで、これらは 2次元平面のデータであり、奥行き方向に関する情報は積分され

たものとして捉えている。ゆらぎの性質として、ランダムかつガウス分布だと仮定すると、ゆらぎ

の統計的性質は図 7のような 2次元角度パワースペクトルとして表わされる。

図 5 パワースペクトル WMAP 7-years date([6]より引用)

温度ゆらぎの他に、偏光や重力レンズに対するパワースペクトルが観測され、これらの観測デー

タを再現するように各宇宙論パラメータが決められる。ここで、バリオン密度 Ωbh
2 と物質密度

Ωmh
2 はWMAPによって

Ωbh
2(CMB) = 0.02258+0.00057

−0.00056

Ωmh
2(CMB) = 0.1334+0.0056

−0.0055

(2.23)

と決められる。これは SBBN(Standard Big Bang nucleosynthesis)から予想される値 [7]

Ωbh
2(SBBN) = 0.0218+0.0011

−0.0012 (2.24)

と一致していることがわかる。また、(2.23),(2.24)式から宇宙の構成要素の多くが非バリオン的物

質であると読みとれる。
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2.3 Dark Matterの候補

前節で Dark Matter の存在証拠について見たが、以下のような Dark Matter の性質が見て取

れた。

・非バリオン的物質・・・WMAPによる Ωb と Ωm から

・非相対論的 (Cold)・・・宇宙の大規模構造形成から

前者の性質から Standard Model(SM)のニュートリノが候補に挙がるが、ニュートリノは熱平衡

状態から脱した際、相対論的物質として振舞う。従って、後者の性質から Dark Matterの候補か

らは除外される。そのため、素粒子標準模型内には Dark Matterの候補となる粒子はない。

そこで、Dark Matterを理論的に説明するためには、標準模型を越えた物理を考える必要がある

が、Dark Matter候補は模型の詳細による。ここで、具体的な模型を考える前に Dark Matterの

性質が観測事実と無矛盾な範囲で以下の仮説を立てる。

“Dark Matterは安定で中性な重い粒子とする”

この仮説を満たす粒子はWIMP(Weakly Interacting Massive Particle) と呼ばれる。WIMP が

初期宇宙でどのように振舞い、熱的残存量がどう表わされるかを見ることで、この仮説が Dark

Matter の観測事実を自然に説明できることが示される。そこでまず、WIMP Dark Matter の数

密度の時間発展を記述する Boltzmann方程式を見ていく。その後、具体的な模型として、

・Universal Extra Dimension model(UED)

・SuperSymmetric model(SUSY)

・Little Higgs model(LH)

を考え、各 modelにおける Dark Matterの候補を概説する。

2.3.1 WIMP Dark Matter

WIMPは通常の物質とわずかにしか相互作用せず、安定であると考えられる。WIMPの粒子分

布が熱平衡状態にあるかどうかは

対消滅の反応率 Γ vs 宇宙膨張率 H

で決まる。そのため、脱結合時 (Γ < H)付近を適切に扱うには、WIMP数密度の発展方程式

ṅDM + 3HnDM = −⟨σAv⟩
[
n2DM −

(
n
(eq)
DM

)2]
(2.25)

を解く必要があり、上式は Boltzmann方程式と呼ばれる。ここで ⟨σAv⟩は Dark Matter 対消滅

の全断面積を表わし、n(eq)DM は nDM の熱平衡値

n
(eq)
DM =

(
mT

2π

)3/2

exp
(
−m
T

)
(2.26)

である。(2.25)式の左辺第二項は宇宙膨張による希薄効果を表し、右辺はWIMP Dark Matterの

対消滅・対生成を表わしている。(2.25)式をエントロピー密度 sを用いて、共動体積当たりの粒子

数 Y ≡ nDM/sで書きかえると

dY

dx
=

−x ⟨σAv⟩ s
H(m)

[Y 2 − Y 2
eq] (2.27)
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となる。ここで、x ≡ m/T、H(m) = 1.67g
1/2
∗ m2/m2

pl である。Boltzmann方程式 (2.27)の数値

計算の結果は図 6に示される。

図 6 共動体積当たりの粒子数 ([8]より引用)

図の横軸は温度の逆数で輻射優勢時では 1/T ∼ t1/2、物質優勢時では 1/T ∼ t2/3 である。その

ため、横軸は宇宙の時間発展を表わしている。図より、宇宙初期では熱平衡状態に沿っているが、

宇宙の温度がWIMP massの数十分の一になると脱結合することが分かる。これは、脱結合時に

WIMPが非相対論的であることを意味し、大規模構造形成から要請される Cold Dark Matterの

性質を満たしている。また、⟨σAv⟩が増加するにつれて、粒子数が減少していくことが見て取れる。
脱結合時の温度を評価することで、現在のWIMP Dark Matterの密度パラメータを計算するこ

とができ、ΩDMh
2 ∼ O(0.01− 0.1)となる。これは (2.23)式の結果を説明できるものになってい

る。従って、WIMPの自然なパラメータ領域で Dark Matterの密度パラメータを説明できるもの

となっていることが分かる。次に、具体的な模型を挙げ、各枠組みにおける Dark Matterの候補

について概説する。

2.3.2 Universal Extra Dimension model(UED)

extra dimension(余剰次元)の概念は、Kaluzaにより重力と電磁気力を統一するために導入され

た。extra dimension modelにおいて、我々の 4次元時空は braneと呼ばれ、この braneが bulk

と呼ばれる (4 + δ)時空に埋め込まれていると考える。理論の一般的な特徴として、余剰次元がコ

ンパクト化されているサイズを Rとすると、bulk における全ての場は p2 ∼ 1/R2 を単位に量子化

された運動量を持つ。多くのシナリオにおいて、重力のみが bulkを伝播し、標準模型の場は brane

上に制限されているとする。一方で、全ての場が bulk中を伝播できるモデルは、一般に Universal

Extal Dimension(UED) modelと呼ばれる。

この量子化により、各 bulk 場に対して、Kaluza-Klein(KK) states と呼ばれるフーリエ展開さ

れた様々な mode の組が現れる。これらの KK states は質量 mn = n/R をもつ状態として現れ

る。ここで nは KK numberと呼ばれ、nth KK modeを表わす (n = 0 ⇔ SM particle)。余剰
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次元方向の運動量保存則を考えると KK number の保存則が導かれる。しかし、0 mode(n = 0)

で SM の chiral fermionsを導くためには、orbifoldによるコンパクト化が必要である。その結果、

KK numberの保存則は破れてしまう。最終的に残る保存則は KK parity と呼ばれるもので

PKK = (−1)n (2.28)

と書き表わされる。この KK parity は以下で見るように Dark Matter を議論する上で重要な役

割を果たす。今、KK 粒子 (n = 1) の 2 体崩壊や対消滅・対生成を考えると許される反応は KK

parityによって

KK → SM + KK (a)

KK + KK → KK + KK (b)

KK + KK → SM + SM (c)

の 3つのみである。Lightest Kaluza-Klein Particle(LKP)は、自身より軽い粒子が存在しないた

め、他粒子へ崩壊することが出来ず安定となる。そのため、LKP が UED model における Dark

Matterの候補となる。

具体的に、最もシンプルなMUED(Minimal UED) モデルを考える。これは 5次元目の時空が

S1/Z2 にコンパクト化されたモデルである。tree level では KK mass はほとんど縮退しており、

1-loop 補正を計算することで 1st KK photon γ(1) が LKP であることが示される。LKP の残存

量計算において、second KK particleによる second KK resonanceの影響が重要であると指摘さ

れている [9]。この影響を含めた、WMAPの結果と一致するパラメータ領域が図 7である。

図 7 WMAPの結果と一致する LKPのパラメータ領域 ([9]より引用)

横軸は LKPのmass、縦軸は Higgs massを表わしている。図中の濃い (薄い)黒の領域は 1σ(2σ)

を表わしている。これより、Dark Matterの massはおよそ

600GeV ≲ mDM ≲ 1400GeV (2.29)

であると考えられる。800GeVに点線が引かれているのは、1/R ≲ 800GeVでは KK gravitonが

LKPの可能性があるからである [9]。
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2.3.3 SuperSymmetric model(SUSY)

次に、超対称性理論について見ていく。超対称性とは、fermion と boson に対し超対称パート

ナーの存在を仮定し、それらを結びつける変換

Q |fermion⟩ = |boson⟩
Q |boson⟩ = |fermion⟩

(2.30)

における対称性である。ここで Qは SUSY変換の生成子である。この理論の利点の 1つに階層性

問題が挙げられる。

階層性問題とは、標準模型のエネルギースケール O(100GeV)とプランクスケール O(1019GeV)

とがなぜここまで離れているのかという問題である。一方でこれは、標準模型の適応限界という問

題に読みかえることが可能である。例えば、ヒッグス質量への輻射補正は、ヒッグス・ゲージボソ

ン・フェルミオンの 1-loop補正を計算することで

m2
h = m2

0 ± δm2
h (2.31)

δm2
h ∼ 0.01Λ2 (2.32)

と与えられる。Λは標準模型の適応限界 (cutoff)である。今、ΛSM ∼ O(1TeV)を考えてみると、

輻射補正 δm2
h が標準模型のエネルギースケールに一致する。ここで、摂動論的に輻射補正 δm2

h が

0次の補正m2
0 より大きくなることは考えにくい。そのため、標準模型の適応限界は

ΛSM ≲ 1TeV

と考えられる。

超対称性理論で導入した超対称パートナーは、標準模型粒子と同じ量子数を持ち、統計のみが異

なる粒子である。従って、超対称パートナーの loop補正により、摂動の全オーダーで補正が相殺

される。注意すべき点として、この相殺は超対称パートナーが同じ量子数 (質量)を持つ場合に限

り、実際にこのような超対称粒子は観測されていない。そのため、対称性が softに破れている必要

がある。softに破れた超対称性理論での輻射補正は

δm2
h ∼

m2
soft

16π2
log

(
Λ

msoft

)
(2.33)

と与えられる。ここで、msoft は SUSYが softに破れる典型的なエネルギースケールを表わして

おり、輻射補正が対数で与えられた事が重要である。なぜなら、msoft が 1TeV以下であれば、Λ

をプランクスケールまで持っていくことができ、階層性問題が解決されるからである。超対称性理

論の他の利点には、大統一理論 (Grand Unified Theory;GUT) スケールでゲージ結合定数が統一

される事などが挙げられる。

今、標準模型を最小限に拡張した超対称性標準模型 (Minimal Supersymmetric Standard

Model;MSSM) を考える。MSSM における WIMP Dark Matter の候補は、中性という性質

から neutralino(χ̃0)が挙げられる。これは

χ̃0
i = Zi1B̃ + Zi2W̃

0 + Zi3H̃
0
1 + Zi4H̃

0
2 (2.34)

と bino, wino and higgsino(Bボソン、Wボソン、ヒッグスボソンの超対称パートナー)の線形結
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合で表わされる。ここで Zij は neutralinoの mass matrix

Mχ̃0 =


M1 0 −mZsW cβ mZsW sβ
0 M2 mZcW cβ −mZsW sβ

−mZsW cβ mZcW cβ 0 −µ
mZsW sβ −mZsW sβ −µ 0

 (2.35)

を対角化することで与えられる。M1, M2, µ, mZ は、それぞれ bino, wino, higgsino, Zボソンの

質量である。また、各三角関数は sβ ≡ sinβ, cβ ≡ cosβ,sW ≡ sin θW , cW ≡ cos θW と定義され

ており、tanβ はヒッグス場の真空期待値、θW はワインバーグ角を表わしている。

ここで、陽子崩壊を防ぐために離散的対称性の R-parity

P = (−1)
3(B−L)+2S

(2.36)

を課す。R-parityの存在は UEDにおける KK-parityと同様の働きをし、この対称性の存在下で

は Lightest SUSY Particle(LSP)が最も安定となる。従って、対角化された

diag(mχ̃0
1
,mχ̃0

2
,mχ̃0

3
,mχ̃0

4
)

のなかで、最も軽い neutralino(LSP)が SUSYにおける Dark Matterの候補となる。

2.3.4 Little Higgs model(LH)

最後に、WIMP Dark Matterを説明し得るモデルに Little Higgs modelが挙げられる。このモ

デルでは、高エネルギーに大域的対称性の存在を仮定し、ヒッグスは pseudo-Goldstone bosonと

考える。ここで、ヒッグスの 2次発散は“Little Higgs機構”により 1-loop levelでは相殺される

ように調整され、輻射補正は 2-loop levelから現れる。従って、cutoff(Λ)は 10TeVにまで引き上

げられ、このエネルギースケールまでは階層性問題が生じない。また、大域的対称性の存在によ

り、標準模型の粒子に対応するリトルヒッグスパートナーが現れる。

電弱相互作用の観測との整合性を保つために、理論に T-parity と呼ばれる離散的対称性を

課す。これにより、KK-parity や R-parity と同様に、この対称性の存在下では Lightest T-odd

Particle(LTP) が最も安定となる。modelの mass spectrum を解析することで、フォトンのリト

ルヒッグスパートナー γH が LTPになりやすい事が知られている [10]。今、大域的対称性 SU(5)

が SO(5) に破れる場合を考えると、大域的対称性が破れるエネルギースケール f と LTP Dark

Matterの massは

600GeV ≲ f ≲ 2TeV

100GeV ≲ mLTP ≲300GeV
(2.37)

と与えられる事が示される [11]。

2.3.5 その他の Dark Matter候補

上記のWIMP Dark Matter候補以外に関しても多くの研究がなされている。例えば

・sterile neutrinos · · · 弱い相互作用をしない仮想的なニュートリノ　
・axion · · · CPの破れの問題を解決するために導入された粒子

・gravitinos · · · gravitonの超対称パートナー。BBNに対する gravitino問題が存在する

・axinos · · · axionの超対称パートナー。inflation後の再加熱温度が低いと CDMになりえる

などが、[12]より挙げられる。
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3 宇宙論における未解決問題

前章で、CMBの観測結果として COBEとWMAP、2つの人工衛星を挙げた。ここで、COBE

の角度分解能は約 7◦ であるのに対し、WMAP は約 0.2◦ と約 30 倍の角度分解能を持っている。

このように近年では、観測装置の発達によって高精度の観測が行われるようになってきた。観測精

度の向上は観測的宇宙論の発展に寄与し、いくつかの理論値と観測値との不一致が指摘される始

めた。そこで、本章では研究の動機付けでもある PAMELA アノマリーと 7Li 問題について見て

いく。

3.1 高エネルギー宇宙線の超過

人工衛星 PAMELA(Payload for Antimatter Matter Exploration and Light-nuclei Astro-

physics)や Fermi-LAT(Large Area Telescope)により電子・陽電子 (e±)や陽子・反陽子 (p±)の

宇宙線 fluxが観測された。その結果、図 8の positron fractionが示された。

図 8 4つの観測実験による Positron fraction([12]より引用)

ここで縦軸は e± と e+ の flux(ϕ)の比を表わしている。陽電子は超新星残骸で加速された陽子と、

星間物質との相互作用により 2 次的に生成されると考えられる。一方、高エネルギーになるにつ

れ、陽子は磁場による影響を受けにくくなり、銀河系外に脱しやすくなる。そのため、陽電子の

fluxは高エネルギー側で下がることが予想される。しかし図から明らかなように、高エネルギー側

で陽電子の超過が観測されている。この陽電子超過に対する天体物理学的な捉え方は

・パルサー · · · パルサー周辺のプラズマ内で e±pair cascadeが起こる

・超新星残骸 · · · 衝撃波面の往復によって粒子が加速される
・ガンマ線バースト · · · 高エネルギー e± が逆コンプトン散乱により冷却される

などの陽電子生成モデルが考えられている。

一方、素粒子論的なアプローチでは Dark Matter 対消滅による研究が盛んに行われてい

る。Boltzmann 方程式から Dark Matter の残存量が計算されるが、Dark Matter の質量を

O(100)GeV∼ O(1)TeVとした場合、観測値を再現する断面積は

⟨σv⟩ ≃ 3× 10−26cm3/s
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である。しかし、PAMELAや Fermiなどによって観測された宇宙線 fluxを再現するには

⟨σv⟩ ≃ 10−23 ∼ 10−22cm3/s

でなければいけない [13]。従ってこの超過を説明するには断面積 ⟨σv⟩ を O(103 ∼ 104) ほど

増幅させる機構が必要となる。そこで、次章ではこのような機構の 1 つである“Sommerfeld

Enhancement”について見ていく。

3.2 7Li問題

現在、我々の身の回りには多くの種類の元素が存在する。しかし、その種の大半は星の進化の過

程により合成されたものであり、それらの起源をたどると初期宇宙で合成された陽子と中性子に

行きつく。そして宇宙が膨張しその温度が冷えると、まず始めに重陽子が合成され、それを基に
4He,6Li,7Liなどの元素が合成されていく。このようにして初期宇宙に合成された元素を基に、現

在の我々の宇宙は構成されている。そのため、元素合成の仕組みを知ることは非常に重要であり、

今までに多くの研究がなされてきた。初期宇宙で合成された軽元素の存在量に関し、観測結果をう

まく説明可能なものとしてビッグバン元素合成理論がある。

観測から初期宇宙において合成されたと予想される軽元素の合成量を評価するには、遠方天体の

水素や重水素の吸収線等の観測が必要である。また、理論からこれらの量を良化する際には、宇宙

膨張に独立なパラメータ ηb(= nb/nγ)を用いる。ここで、nb と nγ はそれぞれバリオン数密度と

光子数密度である。各軽元素と水素との存在比を ηb の関数として表わしたものが図 9である。

図 9 軽元素存在比の理論値と観測値の比較 ([14]より引用)

図中の長方形で囲まれた領域は、観測された軽元素量に対応するパラメーター領域を示している。

また、黄色領域が ±2σ の統計誤差を表わしており、白色領域が ±2σ の統計誤差と系統誤差を表わ

している。

この図から分かるように、WMAPによって観測された ηb に対する軽元素比は、7Liを除いた軽

元素では理論値と観測値が一致している。しかし、7Liに関しては理論値と観測値に矛盾が生じて
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おり、BBNからの予言量は観測の 3倍も大きい結果になっている。この不一致は 7Li問題と呼ば

れ、現在も未解決な問題である。そのため、理論と観測を整合させるような未確認の減少作用が存

在していると考えられる。

この問題に対する天体物理学的な解決策としては、

・初期宇宙に超高効率で進化する星を仮定し、星内燃焼によって 7Liを減らすシナリオ [15]　

・Metal Poor Stars表面における対流・拡散による減少を考慮するシナリオ [16]

などが挙げられる。

一方、素粒子論的な解決策としては、

・MSSMの枠組みにおいて、長寿命荷電粒子と 7Liとの束縛状態を考え、7Liを別の原子核へ

崩壊させるシナリオ [17]

などが考えられている。
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4 Sommerfeld Enhancement

前章で宇宙線超過を素粒子論的に解決するには、断面積 ⟨σv⟩ を増大させる必要があると述べ
た。この章では、断面積 ⟨σv⟩の増大を導く機構の 1つである Sommerfeld Enhancement につい

て Ref[18],[19],[20]に基づき述べていく。

4.1 Sommerfeld factor

Sommerfeld Enhancementとは、非摂動的な影響を考慮する際、Dark Matterの速度 v が小さ

いと断面積 ⟨σv⟩が飛躍的に増大する機構である。この非相対論的な量子効果は、Dark Matterが

force mediator(ϕ)を通して相互作用をする際に、波動関数がポテンシャルの影響により歪められ

ことから生じる。場の理論的には、以下の ladder diagramの寄与として考えられる。

図 10 χ̃0χ̃0 → γγ 対消滅の Ladder diagram ([20]より引用)

今、force mediator として SU(2) ゲージボソンを考え、SU(2),U(1) ゲージ結合定数をそれぞれ

α2, αとすると図 10の振幅 An は

An ≃ α

(
α2mDM

mW

)n

(4.1)

と与えられる。ここで α2mDM > mW の場合、高次の寄与のほうが 0次よりも大きくなるため摂

動論は適用できなくなる。そのため、断面積 ⟨σv⟩に対し、非摂動の寄与を考える必要がある。
実際、非摂動の寄与を含んだ断面積 ⟨σv⟩は

σv = S(v) (σv)0 (4.2)

と表わされる。ここで (σv)0は tree level、もしくは摂動論が適用できる範囲での高次の寄与を含む

断面積を意味している。そして、S(v)は Sommerfeld factorと呼ばれ、Sommerfeld Enhancement

による非摂動の寄与を表わしている。

S(v)が波動関数を用いてどのように表わされるかを次に見ていく。Dark Matterの 2体状態を

表わす動径波動関数をΨ(≡ ψ/r)とすると、s-weve 対消滅 (l = 0)の場合の Schrodinger方程式は

− 1

m

d2

dr2
ψ + V (r)ψ =

k2

m
ψ (4.3)

で与えられる。ここで、m と v はそれぞれ Dark Matter の質量と速度を表わす。波動関数 ψ(r)

に対し、

ψ(r) → sin(kr + δ) (r → ∞)

ψ(r) → r
d

dr
ψ(0) (r → 0)

(4.4)
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と境界条件を課すと、Sommerfeld factor S(v)は

S(v) =

∣∣∣∣∣ d
drψ(0)

k

∣∣∣∣∣
2

(4.5)

で与えられる（導出は付録を参照）。

次に、具体的なポテンシャルとしてクーロン型・湯川型を考え、各ポテンシャルにおける

Sommerfeld factor S(v)がどう与えられるかを見ていく。

4.2 クーロン型ポテンシャルの場合

クーロン型ポテンシャルとして
V (r) = −α

r
(4.6)

を考えると、ボーア半径 1/αmで規格化した無次元変数 x(r = x/αm)を用いて Schrodinger方程

式を書きなおすと
d2

dx2
ψ(x) +

1

x
ψ(x) = −ϵ2vψ(x) (4.7)

ϵv ≡ v

α
(4.8)

となる。(4.7)の Schrodinger方程式は合流型超幾何関数を用いることで

S(v) =

∣∣∣∣ π/ϵv
1− e−(π/ϵv)

∣∣∣∣ (4.9)

と解析的に導かれる。ここで、ϵv → ∞を考えると S(v) → 1となり、増大が起こらない予想に一

致する。一方、ϵv ≪ 1の場合を考えると

S(v) ≃ πα

v
(4.10)

となり、1/v で断面積が増大することが分かる。

4.3 湯川型ポテンシャルの場合

湯川型ポテンシャルとして
V (r) = −α

r
e−mϕr (4.11)

を考える。ここで mϕ は mediator mass である。mϕr が小さいとして (4.11) を展開すると、

Schrodinger方程式は
d2

dx2
ψ(x) +

1

x
ψ(x) = (ϵϕ − ϵ2v)ψ(x) (4.12)

ϵϕ ≡
(mϕ

αm

)
(4.13)

と与えられる。一般に、(4.12)式を解析的に解くことはできないため、数値解析が行われる。ただ

し、以下に見ていく近似下において、湯川型ポテンシャルに対する Sommerfeld factorの性質が見

えてくる。そこでまず、(4.12)式の右辺において ϵ
1/2
ϕ ≪ ϵv の場合を考えると、これはクーロン型

の方程式 (4.7)に一致することが分かる。従って ϵ
1/2
ϕ ≪ ϵv ≪ 1で S(v) ∝ 1/v として増大する。

22



次に、ϵv ≪ ϵ
1/2
ϕ の場合を考えると、Schrodinger方程式は

d2

dx2
ψ(x) +

1

x
ψ(x) = ϵϕψ(x) (4.14)

となる。ここで、0 < ϵϕ より右辺は常に正である。これは束縛状態が存在することを意味してい

る。なぜなら、(4.14)式は水素原子型の Schrodinger方程式

d2

dr2
Ψ+

2

r

d

dr
Ψ+m

(
E − V (r)− l(l + 1)

mr2

)
Ψ = 0 (4.15)

において、l = 0 , V (r) = −α
r とした

d2

dx2
ψ(x) +

1

x
ψ(x) = − E

mα2
ψ(x) (4.16)

と同じ形をとるからである。(4.16)式において、束縛状態は

E = −mα
2

4n2
(4.17)

を満たす時に現れる。そのため、E = −mϕαより Dark Matterの質量が

m =
4mϕ

α
n2 (4.18)

の時に束縛状態を形成し、断面積が共鳴的な振る舞いを示す。(4.18)式から、Sommerfeld factor

はm =
4mϕ

α を基準に 1 : 4 : 9 : · · · の質量でピークが現れると予想される。
そこで次に、ピーク付近における Sommerfeld factorの v依存性を見ていく。今、球対称な井戸

型ポテンシャル
V (r) = −αmϕθ(R− r) (4.19)

を用いて、湯川ポテンシャル (4.11)を近似する。ここでRはmediatorのコンプトン波長R = m−1
ϕ

であり、r = Rで湯川ポテンシャルをナイーブに再現するように規格化されている。(4.19)のポテ

ンシャルにおける各領域での Schrodinger方程式は

(r < R)
d2ψ

dr2
= −

(
m2v2 +mmϕα

)
ψ

(r > R)
d2ψ

dr2
= −m2v2ψ

(4.20)

で与えられる。ここで、kin ≡
(
m2v2 +mmϕα

)1/2
, kout ≡ mv とすると r = Rにおける波動関

数の連続性から Sommerfeld factorが

S(v) =

[
cos2 kinR+

k2out
k2in

sin2 kinR

]−1

(4.21)

と与えられる事が示される (付録参照)。従って、ピークは cos kinR = 0の時に現れ、すなわち(
m2v2 +mmϕα

)1/2
R = (2l + 1)π/2

(mmϕα)
1/2

m−1
ϕ ≃ (2l + 1)π/2√

αm/mϕ = (2l + 1)π/2 (4.22)
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の条件を満たす時である。2行目への近似は、ϵv ≪ ϵ
1/2
ϕ の場合を考えているため、m2v2 ≪ mmϕα

となるからである。(4.22)を満たす時、sin kinR = 1より Sommerfeld factorは

S(v) ≃ k2in
k2out

=

(
m2v2 +mmϕα

)
m2v2

≃ ϵϕ
ϵ2v

(4.23)

となる。クーロン型ポテンシャルの場合、Sommerfeld factorは S(v) ∝ 1/v として振舞っていた

のに対し、湯川型のピーク周辺では S(v) ∝ 1/v2 として振舞う事が (4.23)より分かる。そのため、

v ≪ 1では非常に大きな増大を断面積にもたらす。

以上の定性的な議論から、ϵv(= v/α)の値に対する Sommerfeld factor S(v)の振舞いを以下に

まとめる。

1) 1 ≪ ϵvの時

Sommerfeld Enhancementは起こらず S(v) ≃ 1

2) ϵ
1/2
ϕ ≪ ϵv ≪ 1の時

Dark Matterの質量によらず S(v) ≃ π/ϵv

3) ϵv ≪ ϵ
1/2
ϕ ≪ 1の時

束縛状態の存在により、Dark Matter質量に依存したピークが現れる S(v) ≃ ϵϕ
ϵ2v

具体的に湯川型ポテンシャルの (4.12) 式を数値解析し、変数 ϵv,ϵϕ に対する Sommerfeld factor

S(v)をプロットしたものが図 11である。

図 11 変数 ϵv , ϵϕ に対する Sommerfeld factor S(v) ([18]より引用)

ϵv が増加していくにつれ S(v)が小さくなっており、1)の性質に一致していることが確認できる。

また、ϵϕ ≪ ϵv ではピークは存在しないが、速度にのみ依存した振舞いを示している事が同様に確
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認できる。最後に、ϵv ≪ ϵϕ では、共鳴の存在を表わす縞模様が見られる。これは Dark Matter

の質量が (4.18)や (4.22)の関係を満たす時に対応しており、3)の性質通り ∝ 1/v2 の非常に大き

な増大が確認できる。

より具体的に、mϕ = 90(GeV) , α2 ≃ 1/30とした時のDark Matter質量と Sommerfeld factor

の関係を示したものが図 12である。ここで、図中の数字は速度 v/cを表わしている。

図 12 Dark Matterの質量を変数とした Sommerfeld factor S(v) ([19]より引用)

　図より、v が小さいほどピークが鋭くなっており、S(v) ∝ 1/v2 の性質が確認できる。また、最

初のピークにおける Dark Matter質量はおよそ 4.5TeVであり、その後質量の 4倍,9倍,16倍の周

辺でピークが現れている。これは、(4.18)からの性質であり、今までの定性的な議論に一致してい

る事が数値解析から分かる。

この章では、Sommerfeld Enhancement の一般的な性質を述べた。次章では、neutralino が

Dark Matter であると仮定し、模型から導かれる具体的なポテンシャル下において断面積の数値

計算を行っていく。
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5 Neutralino Dark Matter Annihilation

前章では、Sommerfeld Enhancement に関する定性的な議論を行った。本章では具体的に、

素粒子標準模型を越える物理として MSSM を考える。2.3.3 節でも述べたが、MSSM における

Dark Matter の候補は最も軽い neutralino(LSP) であり、これらが対消滅する際の Sommerfeld

Enhancementの影響を調べていく。

5.1 mass spectrum

2章でも述べたが、陽子崩壊を防ぐためにMSSMにR-parityを課すことで LSPがDark Matter

候補となる。ラグランジアン Lにおける neutralinoの質量項は ψ0 =
(
B̃, W̃ 0, H̃0

1 , H̃
0
2

)
を基底と

して

L = −1

2

(
ψ0
)T

Mχ̃0ψ0 + h.c. (5.1)

と書ける。ここで質量行列Mχ̃0 は

Mχ̃0 =


M1 0 −mZsW cβ mZsW sβ
0 M2 mZcW cβ −mZsW sβ

−mZsW cβ mZcW cβ 0 −µ
mZsW sβ −mZsW sβ −µ 0

 (5.2)

で与えられ、各記号の定義は (2.35)式下の通りである。ここで、直交行列N によってMχ̃0 を対

角化すれば、質量mχ̃0
i
をもつ質量固有状態 χ̃0

i は

NMχ̃0NT = diag(mχ̃0
1
,mχ̃0

2
,mχ̃0

3
,mχ̃0

4
) (5.3)

χ̃0
i = Nijψ

0
j

= Ni1B̃ +Ni2W̃
0 +Ni3H̃

0
1 +Ni4H̃

0
2 (5.4)

となり、Bino(B̃), Wino(W̃ ), Higgsino(H̃)の線形結合で書かれる。

(5.2)式において、mz を含む非対角項は電弱対称性の破れによって現れものであり、各成分間の

混合を引き起こす。この混合による影響 (非対角要素)はmZ ≪M1,M2, µであれば摂動的に扱う

事ができる。実際これらの寄与を摂動として扱い、(5.2)式を対角化した結果は

mχ̃0
1
=M1 −

m2
Zs

2
W (M1 + µ sin 2β)

µ2 −M2
1

+ · · · (5.5)

mχ̃0
2
=M2 −

m2
W (M2 + µ sin 2β)

µ2 −M2
2

+ · · · (5.6)

mχ̃0
3
,mχ̃0

4
=|µ|+ m2

Z(1− sin 2β)(µ+M1c
2
W +M2s

2
W )

2(µ+M1)(µ+M2)
+ · · · (5.7)

|µ|+ m2
Z(1 + sin 2β)(µ−M1c

2
W −M2s

2
W )

2(µ−M1)(µ−M2)
+ · · · (5.8)

で与えられる (付録参照)。この結果から、M1 ≪ |µ|,M2であれば最も軽い neutralinoはBino-like

となる。以下同様に、M2 ≪ |µ|,M1 であればWino-like、|µ| ≪ M1,M2 であれば Higgsino-like

が最も軽い neutralinoとなる。
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neutralino は中性 Higgisno と中性 Gaugino の混合として現れたが、荷電成分についても同様

の事が生じる。電弱対称性の破れによってW± ボソンの超対称パートナーである荷電Wino(W̃±)

と荷電 Higgsino(H̃±)が混合し、Charginoと呼ばれる電荷 ±1をもつ質量固有状態が現れる。こ

こで、Charginoの質量項は

L = −
(
W̃− H̃2

−
)( M2

√
2mW sβ√

2mW cβ µ

)(
W̃+

H̃1
+

)
+ h.c. (5.9)

で与えられる。これを neutralinoの時と同様に対角化すれば、Charginoの質量は

mC̃1
=M2 −

m2
W (M2 − µ sin 2β)

µ2 −M2
2

+ . . . (5.10)

mC̃2
= |µ|+ m2

W (µ+M2 sin 2β)

µ2 −M2
2

+ . . . (5.11)

で与えられる。

本論文で興味とするのは、coannihilation と呼ばれる対消滅過程であり、neutralino LSP と

Next LSP(NLSP) との質量差 δm が小さい場合である。今、χ̃0χ̃0 → γγ 対消滅を loop-level で

考えると、中間状態に NLSP の粒子対が仮想的に生成される。しかし、NLSP の崩壊モードは

δm が小さいことでかなり限定されてしまい、粒子対はほとんど on-shell 状態となる。これは、

図 10 の ladder diagram として表現され、前章で見たように非相対論的な場合では Sommerfeld

Enhancement を引き起こす。そして、特に重要なのは、束縛状態の束縛エネルギーと質量差が

(4.18)式のような特定の条件を満たすと、対消滅断面積が飛躍的に増大する事である。

次節で、各 neutralinoの場合における非摂動効果を評価していく。その際、非相対論的な２体状

態を考えるのに便利な 2体の有効作用を用いて議論を進める。

5.2 Wino-,Higgsino-likeな neutralinoの場合

Wino-,Higgisino-likeな neutralinoは SU(2)Lnonsigletなため、W,Zボソンと相互作用する。特

に、Wino(W̃ 0)は SU(2)Ltripletの中性成分であり、Higgsino(H̃0
1 , H̃

0
2 )は２つの SU(2)Ldoublet

の中性成分である。本節では、各 neutralino についての対消滅断面積を評価していく。そこでま

ず、非相対論的な 2体状態を考える際に便利である、2体状態の有効作用を与える。その後、解く

べき Schrodinger方程式と Sommerfeld factorについて見ていく事にする。

5.2.1 非相対論的な 2体の有効作用

各 neutralinoと SU(2)L パートナーとのゲージ相互作用は

Lwino
int =− e

sW

(
¯̃χ0 /W †χ̃− + h.c.

)
+ e

cW
sW

¯̃χ−/Zχ̃− + e ¯̃χ−/Aχ̃− (5.12)

Lhiggsino
int =− e

2sW

(
¯̃χ0 /W †χ̃− − ¯̃χ0

N /W †χ̃− + h.c.
)
− e

sW cW

(
1

2
− c2W

)
¯̃χ−/Zχ̃−

+ e ¯̃χ−/Aχ̃− +
e

2sW cW
¯̃χ0/Zχ̃0

N (5.13)

Higgsinoの場合、ハイパーチャージ ±1/2に応じて２つの中性成分が存在し、電弱対称性が破れた

後は２つの質量固有状態が存在する。そのため、質量mを固有値にもつ状態を χ̃0 とし、mN を固
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有値に持つ状態を χ̃0
N と表わしている。各 SU(2)L 多重項の有効作用は、ゲージ場に関して積分を

行えば

Swino
eff =

∫
dx4

[
1

2
¯̃χ0 (i/∂ −m) χ̃0 + ¯̃χ− (i/∂ −mc) χ̃

−
]
+ Sint[χ̃

0, χ̃−] (5.14)

Shiggisno
eff =

∫
dx4

[
1

2
¯̃χ0 (i/∂ −m) χ̃0 +

1

2
¯̃χ0
N (i/∂ −mN ) χ̃0

N + ¯̃χ− (i/∂ −mc) χ̃
−
]

+ Sint[χ̃
0, χ̃0

N , χ̃
−] (5.15)

となる。尚、以下では SU(2)Ltripletの中性成分であるWino(W̃ 0)の場合について具体的に見て

いくことにする。

次に、非相対論的な運動を記述する有効作用 SNR を導出していく。そのために、Seff における

各粒子をフーリエ変換し、非相対論的な部分と相対論的な部分とに積分区間を分ける。

χ̃0(x) =

(∫
NR

+

∫
R

)
dp4

(2π)4
ϕ0(p)e−ipx = χ̃0

NR(x) + δχ̃0(x)

NR =
(
(p0, p⃗)

∣∣∣ p0 = ±m+O(m|v⃗|2), p⃗ = O(mv⃗2), |v⃗| ≪ 1
) (5.16)

ここで、位相空間 R は NR 以外の位相空間を指す。(5.16) の分割によって非相対論的な有効作

用は

SNR =

∫
dx4

[
1

2
¯̃χ0
NR (i/∂ −m) χ̃0

NR + ¯̃χ−
NR (i/∂ −mc) χ̃

−
NR

]
+ Sint[χ̃

0
NR, χ̃

−
NR] + δS[χ̃0

NR, χ̃
−
NR]

(5.17)

となる。ここで、相対論的領域による δχ̃0, δχ̃− の寄与はすべて δS に含まれている。

次に、(5.17)式を速度で展開するために、χ̃0, χ̃− をスピノール場 ζ, η, ξ を用いて

χ̃0
NR =

e−imtζ + ieimt
−→
∇·−→σ
2m ζc

eimtζc − ie−imt
−→
∇·−→σ
2m ζ


χ̃−
NR =

e−imtη + ieimt
−→
∇·−→σ
2m ξ

eimtξ − ie−imt
−→
∇·−→σ
2m η

 (5.18)

と表わす。ここで、ζc は ζ の荷電共役 (ζc = −iσ2ζ∗)である。また、各スピノールの物理的な意

味は、ζ, η はそれぞれ χ̃0, χ̃− を消滅させ、ξ は χ̃+ を生成するものである。
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6 まとめ
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A Sommerfeld factorの導出

まず、ref[18],[21]に従い Sommerfeld factorの定義を述べていく。その後、(4.19)のポテンシャ

ルにおける Sommerfeld factorS(v)を導出していく。

A.1 定義

今、Dark Matterの対消滅が、短距離力の下で起こる状況を考える。この時、ポテンシャルは近

似的に V0δ(r)と考える事ができる。z軸方向に運動している Dark Matterを考えると、その波動

関数は
Ψ(0)(r) = eikz (A.1)

で与えられ、原点における対消滅断面積 σ0 は、Dark Matter密度 |Ψ(0)(0)|2 に比例する。従って、
短距離型の相互作用による対消滅断面積 σ0 は通常の散乱理論の計算から導くことができる。

次に、短距離力に加え、クーロン型のような長距離力が存在する場合を考える。この時、Dark

Matterの波動関数は、長距離力の存在により原点で対消滅する前に歪められてしまう。そのため、

対消滅断面積 σ は |Ψ(0)|2 に比例する事になる。ここで、Ψ(0) は歪められた波動関数を表わす。

そして、ポテンシャルの影響によってどの程度波動関数が歪められたかを表わす因子は

S ≡ 　 |Ψ(0)|2

|Ψ(0)(0)|2
= |Ψ(0)|2 (A.2)

で定義され、これを Sommerfeld factorと呼ぶ。また、各対消滅断面積とは

σ = σ0S (A.3)

で関係付けられる。

次に、量子力学における散乱理論で Sommerfeld factorがどのように表わされるかを見ていく。

(A.2)の定義から、Sommerfeld factorは、2体の Schrodinger方程式

− 1

m
∇2Ψ(r) + V (r)Ψ(r) =

k2

m
Ψ(r) (A.4)

を解くことで与えられる。一般に散乱理論では、z軸の負の方向から平面波が入射してくる状況に

対応する境界条件として

Ψ(r) → eikz + f(θ)
eikr

r
(r → ∞) (A.5)

が課される。ここで、f(θ)は散乱振幅である。波動関数 Ψ(r)を部分波展開すれば

Ψ(r) =
1

k

∑
l

il (2l + 1) eiδlPl (cos θ)Rl(r) (A.6)

で与えられる [22]。ここで lは軌道角運動量量子数、Pl(cos θ)はルジャンドル多項式、δl は l-波の

位相のずれを表わしている。また、Rl(r)は

Rl(r) ∼
sin
(
kr − lπ

2 + δl
)

r
=
χl(r)

r
(A.7)
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で与えられ、動径波動関数を表わしている。原点で 0でないのは Rl=0(0)の時のみなので、S は

S = |Ψ(0)|2 =

∣∣∣∣Rl=0(0)

k

∣∣∣∣2 (A.8)

となる。この式を更に、χl=0(r)について書き換えることで、(4.5)式が導かれる。

(A.4)の Schrodinger方程式を χ(r)についての式に書き換えると

− 1

m

d2

dr2
χ(r) + V (r)χ(r) =

k2

m
χ(r) (A.9)

となり、1次元の Schrodinger方程式として表わされる。ここで、境界条件として (4.4)式を課せば

S =

∣∣∣∣Rl=0(0)

k

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣ d
drχ(0)

k

∣∣∣∣∣
2

(A.10)

となり、(4.5) 式が導かれる。(4.4) 式では原点における境界条件を課していたが、r → ∞ で

χ ∝ eikr とする境界条件を課すと、Sommerfeld factorは

S =
|χ(∞)|2

|χ(0)|2
(A.11)

で与えられる。ここで、(A.10)と (A.11)は共に等価である [18]。

A.2 (4.21)式の導出

(4.19)のポテンシャルが与えられた際、各領域における Schrodinger方程式は

(r < R)
d2ψ

dr2
= −

(
m2v2 +mmϕα

)
ψ

(r > R)
d2ψ

dr2
= −m2v2ψ (4.20)

であるが、それぞれにおける一般解は原点で正則という条件から

(r < R) ψ(r) = A sin(kinr)

(r > R) ψ(r) = sin [kout (r −R) + δ]
(A.12)

と与えられる。従って、r = Rでの波動関数の連続性から

A sin(kinR) = sin δ, kinA cos(kinR) = kout cos δ (A.13)

の関係式が導かれる。ここで、sin2 δ + cos2 δ = 1より

A2 =
1

sin2 kinR+
k2
in

k2
out

cos2 kinR
(A.14)

となる。Sommerfeld factorの定義 (A.10)に従えば

S =
A2k2in
k2out

=
1

cos2 kinR+
k2
out

k2
in

sin2 kinR
(A.15)

となり (4.20)式が導出される。
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B neutralino mass matrixの対角化

neutralino mass matrix は (5)式で与えられており

Mχ̃0 =


M1 0 −mZsW cβ mZsW sβ
0 M2 mZcW cβ −mZsW sβ

−mZsW cβ mZcW cβ 0 −µ
mZsW sβ −mZsW sβ −µ 0

 (5.2)

ラグランジアンにおける mass term は

L = −1

2
(ψ0)TMχ̃0ψ0 + h.c.　 (5.1)

ψ0 =
(
B̃, W̃ 0, H̃0

1 , H̃
0
2

)T
　

　この mass matrix を対角化することで neutralinoの massが評価できるが、厳密に解くのは難

しいので摂動論をもちいて解いていく。そこでまず (5)式を対角項のみを持つ項Mχ̃0
0 と非対角

項のみを持つ項 V とに分ける。そこで、以下の行列 P を用いて基底を回転させてやることでこの

分解を行う。

P =

1l2×2 0

0 1√
2

(
1 1
−1 1

) (B.1)

L = −1

2
(P−1ψ0)T (P−1Mχ̃0P )

(
P−1ψ0

)
この変換によってmass matrix と基底がどのように変わるかというと

P−1Mχ̃0P =

　 1l2×2 　 0

0 1√
2

(
1 −1
1 1

)


M1 0 −mZsW cβ mZsW sβ
0 M2 mZcW cβ −mZsW sβ

−mZsW cβ mZcW cβ 0 −µ
mZsW sβ −mZsW sβ −µ 0


×

1l2×2 0

0 1√
2

(
1 1
−1 1

)
　



=


M1 0 0 0
0 M2 0 0
0 0 µ 0
0 0 0 −µ



+
1√
2


0 0 −mZsW (sβ + cβ) mZsW (sβ − cβ)
0 0 mZcW (sβ + cβ) −mZcW (sβ − cβ)

−mZsW (sβ + cβ) mZcW (sβ + cβ) 0 0
mZsW (sβ − cβ) −mZcW (sβ − cβ) 0 0


≡Mχ̃0

(0) + V

P−1ψ0 =
1√
2

1l2×2 0

0 1√
2

(
1 −1
1 1

)


B̃

W̃ 0

H̃1
0

H̃2
0



=


B̃

W̃
1√
2
(H̃0

1 − H̃0
2 )

1√
2
(H̃0

1 + H̃0
2 )

 (B.2)
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上記の mass matrixを用いて摂動論的に neutralinoの massを評価していく。2次までの摂動論は

0次 · · ·Mχ̃0
(0)

1次 · · ·M (1)
i = V11より 0

2次 · · ·M (2)
i =

∑
i ̸=j

VijVji

M
(0)
i −M (0)

j

で与えられる。

(1) mχ̃1(i = 1)の 2次の補正

j = 2 · · ·V12 = 0より 0

j = 3 · · ·M (2)
1 =

m2
Zs

2
W (sβ + cβ)

2

2(M1 − µ)

j = 4 · · ·M (2)
1 =

m2
Zs

2
W (sβ − cβ)2

2(M1 + µ)

従って

mχ̃1 =M
(0)
1 +M

(1)
1 +M

(2)
1

=M1 +
m2

Zs
2
W (sβ + cβ)

2

2(M1 − µ)
+
m2

Zs
2
W (sβ − cβ)2

2(M1 + µ)

=M1 −
m2

Zs
2
W (M1 + µ sin 2β)

µ2 −M2
1

(B.3)

(2) mχ̃2(i = 2)の 2次の補正

j = 1 · · ·V21 = 0より 0

j = 3 · · ·M (2)
2 =

m2
Zc

2
W (sβ + cβ)

2

2(M2 − µ)

j = 4 · · ·M (2)
2 =

m2
Zc

2
W (sβ − cβ)2

2(M2 + µ)

従って

mχ̃2 =M
(0)
2 +M

(1)
2 +M

(2)
2

=M2 +
m2

Zc
2
W (sβ + cβ)

2

2(M2 − µ)
+
m2

Zc
2
W (sβ − cβ)2

2(M2 + µ)

=M2 −
m2

W (M2 + µ sin 2β)

µ2 −M2
2

(B.4)

(3) mχ̃3(i = 3)の 2次の補正

j = 1 · · ·M (2)
3 =

m2
Zs

2
W (sβ + cβ)

2

2(µ−M1)

j = 2 · · ·M (2)
3 =

m2
Zc

2
W (sβ + cβ)

2

2(µ−M1)

j = 4 · · ·V34 = 0より 0

従って

mχ̃3 =M
(0)
3 +M

(1)
3 +M

(2)
3

= |µ|+ m2
Zs

2
W (sβ + cβ)

2

2(µ−M1)
+
m2

Zc
2
W (sβ + cβ)

2

2(µ−M1)

= |µ|+ m2
Z(1 + sin 2β)(µ−M1c

2
W −M2s

2
W )

2(µ−M1)(µ−M2)
(B.5)
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(4) mχ̃4(i = 4)の 2次の補正

j = 1 · · ·M (2)
4 =

m2
Zs

2
W (sβ − cβ)2

2(−µ−M1)

j = 2 · · ·M (2)
4 =

m2
Zc

2
W (sβ − cβ)2

2(−µ−M1)

j = 3 · · ·V43 = 0より 0

従って

mχ̃4 =M
(0)
4 +M

(1)
4 +M

(2)
4

=

∣∣∣∣−µ− m2
Zs

2
W (sβ − cβ)2

2(µ+M1)
− m2

Zc
2
W (sβ − cβ)2

2(µ+M1)

∣∣∣∣
= |µ|+ m2

Z(1− sin 2β)(µ+M1c
2
W +M2s

2
W )

2(µ+M1)(µ+M2)
(B.6)

以上の結果から、(5.5)∼(5.8)の結果が示された。

3次補正の導出

摂動展開した際、摂動変数 λの 3次の係数を比較すると

(M
(0)
i − M̂χ̃0) |χ(3)

i ⟩ = (V̂ −M (1)
i ) |χ(2)

i ⟩ −M
(2)
i |χ(1)

i ⟩ −M
(3)
i |χ(0)

i ⟩

であるが、左から ⟨χ(0)
j |をかければ

(M
(0)
i −M (0)

j ) |χ(3)
i ⟩ = ⟨χ

(0)
j | V̂ −M

(1)
i |χ(2)

i ⟩ −M
(2)
i ⟨χ(0)

j | |χ
(1)
i ⟩ −M

(3)
i δij

となる。ここで、i = j とすれば

M
(3)
i = ⟨χ(0)

i | V̂ −M
(1)
i |χ(2)

i ⟩ −M
(2)
i ⟨χ(0)

i |χ
(1)
i ⟩ (B.7)

となる。従って、(B.7)右辺の 2つの項を具体的に評価することで 3次補正を与える式が導出される。

右辺第 1項 = ⟨χ(0)
i | V̂ −M

(1)
i

(∑
i ̸=j

|χ(0)
j ⟩

{∑
i ̸=k

⟨χ(0)
j | V̂ |χ

(0)
k ⟩ ⟨χ

(0)
k | V̂ |χ

(0)
i ⟩

(M
(0)
i −M (0)

j )(M
(0)
i −M (0)

k )

−
⟨χ(0)

j | V̂ |χ
(0)
i ⟩ ⟨χ

(0)
i | V̂ |χ

(0)
i ⟩

(M
(0)
i −M (0)

j )2
+ c

(1)
i

⟨χ(0)
j | V̂ |χ

(0)
i ⟩

M
(0)
i −M (0)

j

}
+ c

(2)
i |χ

(0)
i ⟩

)

=
∑

i ̸=j ̸=k

[
VijVjkVki

(M
(0)
i −M (0)

j )(M
(0)
i −M (0)

k )
+

c
(1)
i VijVji

M
(0)
i −M (0)

j

]
+ c

(2)
i ⟨χ

(0)
i | V̂ −M

(1)
i |χ(0)

i ⟩

=
∑

i ̸=j ̸=k

VijVjkVki

(M
(0)
i −M (0)

j )(M
(0)
i −M (0)

k )
+ c

(1)
i M

(2)
i

右辺第 2項 = −M (2)
i ⟨χ(0)

i |

[∑
i ̸=j

|χ(0)
j ⟩

Vji

(M
(0)
i −M (0)

j )(M
(0)
i −M (0)

k )
+ c

(1)
i |χ

(0)
i ⟩

]
= −c(1)i M

(2)
i

ここで、c(1)i , c
(2)
i は任意定数である。以上の結果を (B.7)に代入すれば

M
(3)
i =

∑
i ̸=j ̸=k

VijVjkVki

(M
(0)
i −M (0)

j )(M
(0)
i −M (0)

k )
(B.8)

となる。V の具体的な成分を見れば分かる通り、3次の補正を与えるような (i, j, k)の組は存在しない。その

ため、mχ̃i(i = 1 ∼ 4)への 3次補正は全て 0となる。
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C 2体の有効作用の導出

C.1 (5.18)式の導出

χ̃0
NR と χ̃−

NR の spinor fieldは (5.17)式で与えられており、

χ̃0
NR =

e−imtζ + ieimt
−→
∇·−→σ
2m

ζc

eimtζc − ie−imt
−→
∇·−→σ
2m

ζ


χ̃−
NR =

e−imtη + ieimt
−→
∇·−→σ
2m

ξ

eimtξ − ie−imt
−→
∇·−→σ
2m

η

 (5.18)

これを (5.17)式に直接代入することで (5.19)式が得られるが、簡単のためまず (5.17)式第 2項を考える。

χ̃
−
NR(i/∂ −mc)χ̃

−
NR = χ̃

−
NR

(
i∂t −mc i

−→
∇ · −→σ

−i
−→
∇ · −→σ −(i∂ +mc)

)
χ̃−
NR

= χ̃
−
NR


me−imtη + e−imt(i∂t −mc)η − imeimt

−→
∇·−→σ
2m

ξ + ieimt(i∂t −mc)
−→
∇·−→σ
2m

ξ

+ieimt−→∇ · −→σ ξ + e−imt ∇2

2m
η

−ie−imt(
−→
∇ · −→σ )η + eimt ∇2

2m
ξ +meimtξ − eimt(i∂t +mc)ξ

+ime−imt
−→
∇·−→σ
2m

η + ie−imt(i∂t +mc)
−→
∇·−→σ
2m

η


ここで δm ≡ mc −mより

χ̃
−
NR(i/∂ −mc)χ̃

−
NR = χ̃

−
NR

(
e−imt(i∂t − δm+ ∇2

2m
)η − eimt{

−→
∇·−→σ
2m

+ i
2

−→
∇ · −→σ ( δm

m
+ 1)− i

2

−→
∇ · −→σ }ξ

eimt(i∂t + δm− ∇2

2m
)ξ − e−imt{

−→
∇·−→σ
2m
− i

2

−→
∇ · −→σ ( δm

m
+ 1) + i

2

−→
∇ · −→σ }η

)

=(eimtη† − ie−imtξ†
←−
∇ ·←−σ
2m

)
{
e−imt(i∂t − δm+

∇2

2m
)η − eimt(

−→
∇ · −→σ
2m

+
i

2

−→
∇ · −→σ δm

m
)ξ
}

+ (e−imtξ† + ieimtη†
←−
∇ ·←−σ
2m

)
{
eimt(i∂t + δm− ∇

2

2m
)ξ − e−imt(

−→
∇ · −→σ
2m

+
i

2

−→
∇ · −→σ δm

m
)η
}

=η†(i∂t − δm+
∇2

2m
)η + ξ†(i∂t + δm− ∇

2

2m
)ξ

− e2imtη†(

−→
∇ · −→σ
2m

∂t +
i

2m

−→
∇ · −→σ δm−

−→
∇ · −→σ
2m

∂t +
i

2m

−→
∇ · −→σ δm)ξ

+ e−2imtξ†(

−→
∇ · −→σ
2m

∂t −
i

2m

−→
∇ · −→σ δm−

−→
∇ · −→σ
2m

∂t −
i

2m

−→
∇ · −→σ δm)η +O( 1

m2
)

=η†(i∂t − δm+
∇2

2m
)η + ξ†(i∂t + δm− ∇

2

2m
)ξ

− i δm
m

e2imtη†
−→
∇ · −→σ ξ

− i δm
m

e−2imtξ†
−→
∇ · −→σ η +O( 1

m2
)

　 = ≃ η†(i∂t − δm+
∇2

2m
)η + ξ†(i∂t + δm− ∇

2

2m
)ξ

(C.1)

ここで Drak Matter の massは大きいとして O( 1
m2 )と

δm
m
を無視した。(5.17)式第 1項は δm = 0とし、

η, ξ をそれぞれ ζ, ζc に置き換えたものに対応するので、(C.1)の結果を利用すれば

1

2
χ̃
0

NR(i/∂ −m)χ̃0
NR =

1

2

[
ζ†(i∂t +

∇2

2m
)ζ + ζc†(i∂t −

∇2

2m
)ζc†

]
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で与えられる。ここで、第 2項を展開していくと

ζc†(i∂t −
∇2

2m
)ζc† = (−iσ2ζ∗)†(i∂t −

∇2

2m
)(−iσ2ζ∗)

= iζTσ2(i∂t −
∇2

2m
)(−iσ2ζ∗)

= −ζ†(i
←−
∂t −

←−
∇2

2m
)ζ

≃ ζ†(i∂t +
∇2

2m
)ζ

となる。ここで、2行目から 3行目へは足の入れ替える際に、グラスマン数の性質から overallに符号が出て

くる。また、最後の式変形では表面項を落としている。

以上、(C.1)(C.2)の結果をまとめれば

　 SNR|kinetic terms =

∫
d4x
[
ζ†(i∂t +

∇2

2m
)ζ

+ η†(i∂t − δm+
∇2

2m
)η + ξ†(i∂t + δm− ∇

2

2m
)ξ
] (5.19)

が導出される。
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